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STUDY OF THE INFLUENCE OF MULTI-TYPE UNDERLYING SURFACES
ON MASS TRANSFER PROCESS IN LAYERED INHOMOGENEOUS MEDIA
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The successive development of the model of polluting admixtures propagation in the atmosphere or

water medium has been considered taking into account the medium stratification and its interaction in
the process of settlement with the underlying surface, which includes domains with various properties
of absorption and reflection of harmful pollutants. The latter is the innovation in the setting of such
problems and can introduce considerable corrections into concentration of pollutants, settled on the
surface, depending on the properties of different zones of the surface.

Традиционно проводимые исследования
распространения загрязняющих веществ (ЗВ)
в водной среде или атмосфере были направле-
ны на усложнение дифференциальных урав-
нений, описывающих перенос, и оставляли
без внимания вопросы, связанные с оседани-
ем ЗВ, в частности, учет типов подстилающих
поверхностей. Между тем влияние этих про-
цессов на состояние окружающей среды более
существенно, чем считалось ранее.

Центр тяжести исследования данного
процесса впервые перенесен из области
усложнения описания физических характери-
стик среды в область более детального изуче-
ния проблем оседания примесей, определения
их концентрации на поверхности земли или
дне водоема с учетом индивидуальных спо-
собностей подстилающих поверхностей акку-
мулировать ЗВ. Развивается строгая теория,
предусматривающая учет совместного влия-
ния стратификации среды и разнотипности
подстилающих поверхностей на характер кон-
центрации оседающих ЗВ.

Проблемы, связанные с неоднородностью
среды по высоте, приводят к необходимости
создания моделей, которые при описании рас-
сеивания примесей будут представлять вод-
ную акваторию или атмосферу как среду, со-
стоящую из нескольких слоев.

Рассматриваемый слой можно подразде-
лить на несколько подслоев, в каждом из
которых физические параметры изменяются
незначительно и приближенно могут считать-
ся величинами постоянными. Это позволяет

использовать при постановке задач уравнение
с постоянными коэффициентами.

Рассмотрим процесс распространения за-
грязняющих веществ от точечного источни-
ка постоянной мощности, находящегося в тре-
тьем слое, моделируемого δ-функцией Дира-
ка. В качестве основного уравнения, описы-
вающего распространение примеси, использу-
ем уравнение переноса с учетом турбулентной
диффузии, гравитационного оседания и есте-
ственного разложения. В дальнейшем полага-
ем процесс установившимся во времени и рас-
сматриваем стационарную задачу.

Решение задачи получаем в два этапа: в
первую очередь решим задачу о распростра-
нении примеси в слоисто-неоднородной среде
для случая бесконечной однородной подсти-
лающей поверхности, затем обобщим решение
для случая разнотипных подстилающих по-
верхностей.

1. Случай бесконечной однородной
подстилающей поверхности

Уравнение переноса с учетом турбулент-
ной диффузии имеет вид

un
∂ϕn
∂x

+ vn
∂ϕn
∂y

+ (wn − wgn)
∂ϕn
∂z

+

+ σ0ϕn − νn
∂2ϕn
∂z2

− µn
(
∂2ϕn
∂x2

+
∂2ϕn
∂y2

)
=

= δniCδ(x− x0, y − y0, z − z0).
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Здесь un, vn, wn — компоненты вектора
скорости в направлениях x, y, z для n-го слоя;
ϕn(x, y, z) — функция концентрации ЗВ в n-
м слое; wgn — абсолютная величина верти-
кальной скорости под действием силы тяже-
сти в n-м слое; σ0 — коэффициент поглоще-
ния (величина, характеризующая взаимодей-
ствие ЗВ с воздухом или водой, обратная ин-
тервалу времени, за который концентрация
субстанции по сравнению с начальной интен-
сивностью ϕ0 уменьшится в e раз); νn, µn —
коэффициенты диффузии в вертикальном и
горизонтальном направлениях для n-го слоя;
δni =

{
1, n=i
0, n6=i показывает, что точечный ис-

точник находится в i-м слое; n = 1, 2, 3 — но-
мер слоя; C — постоянная, характеризующая
мощность источника выброса ЗВ.

В граничных условиях предполагается,
что на поверхности z = 0 имеет место частич-
ное поглощение и частичное отражение суб-
станции, интенсивность процесса взаимодей-
ствия с подстилающей поверхностью опреде-
ляется эмпирическим коэффициентом λ. На
верхней границе слоя z = hN концентрация
тяжелой примеси должна быть близка к ну-
лю.

Граничные условия:

∂ϕ1

∂z
− λϕ1 = q1, z = 0;

ϕN = q2, z = hN .
(1.1)

Введение стратификации фактически
предполагает введение поверхности разры-
ва. Поэтому необходимо выписать условия на
поверхностях разрыва, которые далее будем
называть условиями сопряжения. Условия со-
пряжения на границах слоев выражаются в
равенстве значений концентрации и скорости
изменения концентрации на границе двух со-
седних слоев:

z = h1,
∂ϕ2

∂z
=
∂ϕ1

∂z
, ϕ2 = ϕ1;

z = h2,
∂ϕ2

∂z
=
∂ϕ3

∂z
, ϕ2 = ϕ3.

Геометрия задачи (допущение о плоскопа-
раллельных границах слоев) позволяет при-
менить преобразование Фурье по переменным
x, y к уравнениям, граничным условиям и
условиям сопряжения, что даст возможность
сформулировать смешанные краевые задачи
в терминах интегральных уравнений, анали-
тически построить образ Фурье решения ис-
ходной задачи и затем провести численный
анализ полученных соотношений [1].

В результате получаем решение задачи
для трехслойной среды. Так как для на-
стоящего исследования интерес представляет
распределение концентрации на поверхности
земли, выпишем решение только для первого
слоя:

ϕ̄1(z) = exp(σ1z)

{
0.5F (α, β) exp−1(σ3z0)×

× e−112 e
−1
23 ∆−10 a−1 sh(θ3(h3 − z0))×

×
(
θ1 ch θ1z − (σ1 − λ) sh θ1z

)
+

+ q1a
−1∆−10 θ−13

[
exp(θ1h1)

(
Aq1∆16−

− (σ3Aq1 + θ3Bq1) sh(θ3(h3 − z0))
)(
θ1 ch θ1z−

− (σ1 − λ) sh θ1z
)

+ θ3∆0 exp(θ1z)
]
+

+ q2e
−1
12 e
−1
23 ∆−10 exp(−σ3h3)a−1θ3×

× (θ1 ch θ1z − (σ1 − λ) sh θ1λ)

}
.

Система обозначений:

∆ = θ1 ch(θ1h1)− (σ1 − λ1) sh(θ1h1);

∆p = θ1 sh(θ1h1)− (σ1 − λ1) ch(θ1h1);

∆0 = Ac ch(θ3(h3 − z0)) +Bc sh(θ3(h3 − z0));
∆1 = σ2 ch(θ2(h2 − h1)) + θ2 sh(θ2(h2 − h1));
∆2 = σ2 sh(θ2(h2 − h1)) + θ2 ch(θ2(h2 − h1));
∆3 = σ2 sh(θ2(h2 − h1))− θ2 ch(θ2(h2 − h1));

∆12 = (θ1∆p + σ1∆)∆2 −∆(σ2∆2 − θ2∆1);

∆13 = (θ1∆p + σ1∆) sh(θ2(h2 − h1))−∆∆3;

∆14 = (θ1 + σ1)∆2 − (σ2∆2 − θ2∆1);

∆15 = (θ1 + σ1) sh(θ2(h2 − h1))−∆3;

∆16 = σ3 sh(θ3(h3 − z0))− θ3 ch(θ3(h3 − z0));

Ac =
[
∆12 sh(θ3(z0 − h2))+

+ ∆13(θ3 ch(θ3(z0 − h2))−

− σ3 sh(θ2(z0 − h2)))
]/(

θ2a
)

;

Bc =
[
∆12 ch(θ3(z0 − h2))+

+ ∆13(θ3 sh(θ3(z0 − h2))−

− σ3 ch(θ2(z0 − h2)))
]/(

θ2a
)

;
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Aq1 =
[
∆14 sh(θ3(z0 − h2))+

+ ∆15(θ3 ch(θ3(z0 − h2))−

− σ3 sh(θ2(z0 − h2))
]/(

θ2a
)

;

Bq1 =
[
∆14 ch(θ3(z0 − h2))+

+ ∆15(θ3 sh(θ3(z0 − h2))−

− σ3 ch(θ2(z0 − h2))
]/(

θ2a
)

;

e12 = exp((σ1−σ2)h1); e23 = exp((σ2−σ3)h2);

a = σ1 + θ1 − λ;

F (α, β) = Cν−1 exp(i(αx0 + βy0));

θn = −0, 5ν−1n

(
(wn−wgn)2+4ν

[
µn(α2+β2)+

+ i(αun + βvn) + σ0
])0.5

;

σn = 0, 5ν−1n (wn − wgn).

2. Случай разнотипных
подстилающих поверхностей

Граничные условия на нижней границе
ставятся в предположении наличия разнотип-
ных подстилающих поверхностей. Считаем,
что в совокупности эти подстилающие поверх-
ности полностью покрывают всю поверхность
земли или дна в зоне источника. На верхней
границе определяем некоторое значение кон-
центрации. В предположении отсутствия вер-
тикальных потоков она должна быть близка
к нулю. Предполагается, что существуют три
типа зон с различной способностью аккумули-
ровать ЗВ: полное отражение оседающих ЗВ,
полное оседание ЗВ, частичное оседание ЗВ.

Количество зон можно регулировать, раз-
нообразя значения параметров 0 6 λ 6 ∞,
которые определяются экспериментально.

Граничные условия для каждого из типов
подстилающих поверхностей имеют вид

z = 0 : Lkϕ =
∂ϕ

∂z
− λkϕ = 0,

(x, y) ∈ Σk, k = 1, . . . ,M.

z = h3 : ϕ3 = 0.

Таким образом, получилась смешанная
краевая задача для уравнения переноса. Зо-
ны Σk полностью покрывают плоскость xOy,
в общем случае эти множества могут быть
несвязными. Здесь для простоты вычислений
считаем их односвязными.

Поскольку при переходе из одной области
в другую граничные условия изменяются, ре-
шение краевой задачи требует построения ин-
тегральных уравнений.

Применение метода интегральных преоб-
разований и известной техники сведения сме-
шанных краевых задач к интегральным урав-
нениям позволяет перейти к решению си-
стемы интегральных уравнений первого ро-
да [2, 3]:

M∑
m=1

∫∫
∑

m

κl(x− ξ, y − η)ψm(ξ, η) dξ dη =

= fl(x, y), (2.1)

x, y ∈ Σl, l = 1, 2, . . . ,M .
Здесь приняты обозначения:

ψm = Pmψ;

Pm — проекторы на области Σm:

Pm =

{
1, (x, y) ∈ Σm ,
0, (x, y) /∈ Σm ;

kl(x, y) = V −1LlK1(α, β, 0);

fl(x, y) = −PlV −1LlK2(α, β, 0)F (α, β);

Lk =
∂

∂z
− λk;

ϕ̄ = V ϕ =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

ϕ(x, y)ei(αx+βy) dx dy;

V −1ϕ̄ =
1

4π2

∞∫
−∞

∞∫
−∞

ϕ̄(α, β)e−i(αx+βy) dα dβ.
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Соотношения являются системой инте-
гральных уравнений первого рода относи-
тельно искомой кусочно-непрерывной функ-
ции ψ(x, y).

Решение записывается в виде

ϕ(x, y, z) = V −1K1(α, β, z)V ψ+

+ V −1K2(α, β, z)F (α, β).

Выпишем выражения K1(α, β, 0) и
K2(α, β, 0) для трех слоев

K1(α, β, 0) = a−1∆−10 θ−13

[
exp(θ1h1)

(
Aq1∆16−

−(σ3Aq1 +θ3Bq1) sh
(
θ3(h3−z0)

))
θ1 +θ3∆0

]
,

K2(α, β, 0) =ϕ̄1(α, β, 0).
Здесь ϕ̄1 — преобразование Фурье по па-

раметрам x, y решения краевой задачи с гра-

ничным условием
∂ϕ

∂z
− λ0ϕ = 0, z = 0.

Рассматриваемые системы интегральных
уравнений обладают специфическими свой-
ствами локальности их ядер. Ядра систем ин-
тегральных уравнений экспоненциально зату-
хают при увеличении аргументов. Это обсто-
ятельство позволяет строить приближенные
решения интегральных уравнений специаль-
ным методом, развитым для решения смешан-
ных задач теории упругости [4].

Согласно этому методу рассматриваемые
области Σm должны быть относительно боль-
шими и не иметь сужений.

Особенность метода состоит в том, что по-
строенное решение в достаточно больших об-
ластях имеет две составляющие, т.е.

Ψm(x, y) = Ψm1(x, y) + Ψm2(x, y).

Первая составляющая решения Ψm1(x, y)
описывает его поведение во внутренних точ-
ках области Σm и называется вырожденной.

Вторая составляющая Ψm2(x, y) называ-
ется погранслойной. Ее величина наиболее

значительна у границы области и убывает по
мере удаления от границы области вглубь.

ϕ(x, y, 0) = V −1
[
K2(α, β, 0)−

−K1(α, β, 0)
LmK2(α, β, 0)

LmK1(α, β, 0)

]
F (α, β). (2.2)

Из формулы (2.2) следует, что найденное
решение после проектирования в область Σm
дает вырожденную составляющую, а постро-
енное решение отвечает случаю краевой зада-
чи о распространении ЗВ от точечного источ-
ника и осаждения на подстилающую поверх-
ность при условии, что вся она имеет гранич-
ное условие Lmϕ = 0; −∞ 6 x, y 6∞.

Второе важное свойство, которым облада-
ет решение, — принцип локальности, состоя-
щий в том, что решение с некоторым искаже-
нием «копирует» свойства правой части.

Решение системы (2.1) можно осуще-
ствить методом построения вырожденных со-
ставляющих решения [4].

Полученное решение задачи позволяет
определить безопасные для населения зоны
и оптимальные пути эвакуации при опасных
выбросах ЗВ.
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