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Аннотация. В ранее опубликованной работе авторов исследована постановка и решение контакт-
ной задачи с деформируемым штампом. Показана корректность постановки задачи, состоящая в
возможности определения всех параметров решения, в частности возникающих в этих контактных
задачах функционалов от искомых контактных напряжений. В настоящей работе продолжается
исследование особенностей решений контактных задач с деформируемым штампом. В отличие от
случая контактных задач с абсолютно твердым штампом, в случае деформируемых штампов могут
появиться дискретные спектры у оператора смешанной задачи. В работе выявлены соотношения
трансцендентного типа, которые могут содержать этот спектр. В случае полубесконечного деформи-
руемого штампа это соотношение не содержит вещественных точек спектра. Изучен вопрос поведения
волновых полей, возбуждаемых на поверхности полубесконечным деформируемым штампом. В основе
исследования использовался недавно разработанный универсальный метод моделирования, допускаю-
щий применение как в граничных задачах для дифференциальных уравнений, так и в некоторых
типах интегральных уравнений. Продемонстрировано построение упакованных блочных элементов в
квадрантах декартовой системы координат.
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Abstract. In the previously published work of the authors, the formulation and solution of the contact
problem with a deformable stamp is investigated. Correctness is shown the formulation of the problem, which
consists in the possibility of determining all the parameters of the solution. In particular, the functionals
arising in these contact problems from the desired contact voltages. In this paper, the study of the features
of solutions of contact problems with a deformable stamp continues. In contrast to the case of contact
problems with an absolutely solid stamp, in the case of deformable stamps, discrete spectra may appear
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in the operator of a mixed problem. The paper identifies transcendental type relations that may contain
this spectrum. In the case of a semi-infinite deformable stamp, this relation does not contain real points
of the spectrum. The question of the behavior of wave fields excited on the surface by a semi-infinite
deformable stamp is studied. The study was based on a newly developed universal modeling method that
allows application both in boundary value problems for differential equations and in some types of integral
equations. The construction of packed block elements in the quadrants of the Cartesian coordinate system
is demonstrated.
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Введение

Для более полного исследования особенностей контактных задач с деформируемым штам-
пом в работе анализируется возможность получения соотношений, описывающих появление
точек дискретного спектра, который ранее был предсказан академиком И.И. Воровичем [1,2].
Им было установлено, что отклонение границы полосы от прямолинейного положения может
приводить к появлению новых значений дискретного спектра и резонансов в этом деформиру-
емом объекте. В основу анализа положен подход, разработанный в работе авторов [3]. Работа
посвящена дальнейшему развитию изложенного метода и анализу одного из полученных ре-
зультатов. Он связан с изучением как уравнений, которые, возможно, описывают спектральные
свойства в контактной задаче с полубесконечным деформируемым штампом, так и с исследо-
ванием возбуждаемых вне штампа волновых полей. Следуя [3], рассмотрим многослойную.
среду конечной толщины, на верхней границе которой вводится декартова система координат
таким образом, что ось ox3 направлена по внешней нормали, остальные оси ox1, ox2 лежат в
касательной плоскости. Предполагается, что в области Ω(A ⩽ x1 ⩽ ∞, |x2| ⩽ ∞) действует
деформируемый штамп. Методом, описанным в [4], смешанная задача сводится к решению
интегрального уравнения для абсолютно жесткого штампа. Заметим, что исследованиям
контактных задач с абсолютно жестким штампом посвящено огромное количество исследова-
ний [5–20]. Однако ни в одной из них не обнаружено контактных задач с деформируемым
штампом. Интегральных уравнений абсолютно жестким штампом недостаточно для исследо-
вания контактных задач с деформируемым штампом вида. Они являются вспомогательной
составляющей и в нашем случае имеют вид

∞∫
−∞

∞∫
A

k(x1 − ξ1, x2 − ξ2)q(ξ1, ξ2)dξ1dξ2 = f(x1, x2), A ⩽ x1 ⩽ ∞, |x2| ⩽ ∞.

k(x1, x2) =
1

4π2

∞∫
−∞

∞∫
−∞

K(α1, α2)e
−i(α1x1+α2x2)dα1dα2.

(1)

Здесь q(x1, x2) — контактные напряжения под штампом, f(x1, x2) — перемещения в зоне
контакта, k(x1, x2) — ядро интегрального уравнения, функция K(α1, α2) — преобразование
Фурье ядра интегрального уравнения. Учет деформируемости штампа требует построить
в областях Ω1(A ⩽ x1 ⩽ ∞, |x2| ⩽ ∞) упакованные блочные элементы, которые будут
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рассматриваться как деформируемые штампы. Ниже рассматривается двумерное уравнение
Гельмгольца в указанных областях[

∂2x1 + ∂2x2 + p2
]
φ(x1, x2) = g(x1, x2), g(x1, x2) = q(x1, x2)− t(x1, x2). (2)

Здесь φ(x1, x2) — вертикальное перемещение в зоне контакта, q(x1, x2) контактные напряже-
ний, действующие на объект снизу, которые надо определить, t(x1, x2) — заданные внешние
воздействия сверху на объект. Кроме этого, задаются граничные условия, которые имеют для
задачи A в области Ω1(A ⩽ x1 ⩽ ∞, |x2| ⩽ ∞) вид

φ(x1, x2) = φ(A, x2), x1 → A.

1. Применение метода блочного элемента

Следуя [3], поставленая двумерные задачи (1) сводятся к одномерной с вещественным
параметром α2 в результате применения преобразования Фурье по координате x2.

Тогда интегральное уравнение (1) принимает вид

∞∫
A

k0(x1 − ξ1)q(ξ1)dξ1 = f(x1), q(ξ1) = q(ξ1, α2), k0(x1) = k(x1, α2),

k0(x1) =
1

2π

∞∫
−∞

K0(α1)e
−iα1x1dα1, K0(α1) = K(α1, α2), K0(α1) = P−1

0 (α1)R0(α1).

(1.1)

Ради краткости считаем, что функция K0(α1) является четной, мероморфной и на бесконеч-
ности обладает асимптотическим поведением K0(α1) = O(α−1

1 ), Imα1 = 0.
Таким свойством обладают ядра интегральных уравнений, построенные для смешанных

задач на многослойной среде [4].
Функция K0(α1) представляется отношением двух целых функций R0(α1) и P0(α1), имею-

щих счетные множества нулей, уходящих на бесконечность в окрестностях мнимых осей.
Граничная задача (1) для блочного элемента становятся одномерными

(∂2x1 + k2)φ(x1) = g(x1), g(x1) = q(x1)− t(x1), k2 = p2 − α2,

φ(x1) = φ(x1, α2), g(x1) = g(x1, α2),

φ(x1, α2) = φ(A), x1 → A, x1 ∈ Ω1.

(1.2)

Применив к (1.2) метод блочного элемента [3], получим следующее представление для упако-
ванных блочных элементов. В задаче получаем внешнюю форму в виде

ωA(α1) = i(α1 − k)φA(A)eiα1A +GA(k)e
i(α1−k)A −GA(α1),

GA(α1) = QA(α1)− TA(α1), ωA(k) = 0,

GA(α1) =

∞∫
A

gA(x1)e
iα1x1dα, QA(α1) =

∞∫
A

qA(x1)e
iα1x1dα1, TA(α1) =

∞∫
A

tA(x1)e
iα1x1dα1.

Вертикальные перемещения, от блочных элементов, имеют вид

φA(x1) =
1

2π

∞∫
−∞

ωA(α)

α2 − k2
e−iαx1dα. (1.3)

Для приведения смешанной граничной задачи к интегральному уравнению приравняем переме-
щения (1.1) fA(x1) в зоне контакта, составленные для многослойного основания, и перемещения
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упакованного блочного элемента (1.3) φA(x1) в обеих задачах, предварительно применив к
ним преобразование Фурье. Это дает соотношения

K0(α1)QA(α1) + EA(α1) = −(α2
1 − k2)−1QA(α1) + SA(α1),

SA(α1) = (α2
1 − k2)−1

〈
i(α1 − k)φA(A)eiα1A + TA(α1)− TA(k)e

i(α1−k)A +QA(k)e
i(α1−k)A

〉
.

Здесь EA(α1) — часть поверхности границы многослойной среды, свободная от контакта.
Объединив члены, содержащие преобразования Фурье контактных напряжений и применив к
этим равенствам обращение Фурье по параметру α1, получаем два интегральных уравнения
Винера–Хопфа

∞∫
A

k(x1 − ξ1)qA(ξ1)dξ1 = sA(x1), A ⩽ x1 ⩽ ∞,

k(x1) =
1

2π

∞∫
−∞

K(α1)e
−iα1x1dα1, K(α1) = K0(α1) + (α2

1 − k2)−1.

(1.4)

Заметим, что уравнение содержит в правой части неизвестный функционал QA(k) от искомого
решения интегрального уравнения, который должен быть найден после обращения интеграль-
ных уравнений. Это одна из особенностей, присущая контактным задачам для деформируемых
штампов, взятых в виде упакованных блочных элементов. Указанные функции являются
отношениями целых функций K0(α1) = P−1

0 (α1)R0(α1) и добавление к ним более быстро
убывающих рациональных функций (α2

1 − k2)−1 не изменяет свойств мероморфных функций.
Изменяются лишь величины нулей и полюсов, число которых возрастает. Таким образом, функ-
ции K(α1) (1.4) остаются мероморфными. Для дальнейшего опишем свойства рассматриваемых
мероморфных функций. Предполагается, что мероморфная функция K0(α1), являющаяся
преобразованием Фурье ядра, обладает следующими свойствами. Функции R0(α1) и P0(α1)
имеют первый порядок и конечный тип целых функций, обладают счетными множествами
нулей, которые предполагаются однократными, имеющими точки сгущения на бесконечности
в окрестности мнимых полуосей. Асимптотическое представление нулей и полюсов верхней
полуплоскости, свойственное многослойной среде, имеет вид [3]

ξs = ir(s+ 0,5)(1 + o(1)), s → ∞,

zm = irm(1 + o(1)), s → ∞, r = const > 0.
(1.5)

В динамических смешанных задачах в числе первых нулей и полюсов в (1.5) могут быть веще-
ственные числа [4]. Имея целью исследовать уравнения, используя описанные нули, построим
четные целые функции R (α1), P (α1) в форме бесконечных произведений [3]. Последние будут
иметь вид

R (α1) = R∓ (α1)R± (α1) , R± (α1) = T∓e
∓iα1

∞∏
s=1

(
1± α1

zs

)
e

α1
±zs , T∓ = const,

P (α1) = P∓ (α1)P± (α1) , P± (α1) = S∓e
∓iα1

∞∏
s=1

(
1± α1

ξs

)
e

α1
±ξs , S∓ = const,

(1.6)

которые после деления на P (α1) дадут мероморфные функции, обозначенные как K(α1) =
= P−1(α1)R(α1). Их нулями являются ±zm, а полюсами — ±ξs.

С помощью полученных функций (1.6) построим мероморфные функции следующего вида
K±(α1) = P−1

± (α1)R± (α1), которые представляют результат интегральной факторизации
функции K(α1). Положим в (1.4) P0± (α1) = (α1 ± k)−1P± (α1).
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2. Решения интегральных уравнений

В работе [3] показано, что интегральное уравнение разрешимо, корректно и позволяет
найти все неизвестные функции.

Для решения уравнения Винера–Хопфа продолжим его новой неизвестной функцией e(x1)
в дополнении −∞ ⩽ x1 < A к зоне контакта на границе многослойной среды и получим
функциональное уравнение в виде

K(α1)Q
+
A(α1) = S+

A (α1) + E−
A , S+

A (α1) ≡ SA(α1), Q+
A ≡ QA(α1).

В результате применения алгоритма метода Винера–Хопфа [4], построим представление
решения, которое принимает вид

Q+
A(α1) = K−1

+ (α1){K−1
− (α1)S

+
A (α1)}+.

Здесь приняты обозначения, заимствованные из [4]

{R(α1)}± = ± 1

2πi

∞∫
−∞

R(ξ)

ξ − α1
dξ, ± Imα1 > 0. (2.1)

В результате несложных преобразований приходим к представлению решения задачи A в виде

QA(α1) = QA(k)N1(α1) +N2(α1), QA(α1) ≡ Q+
A(α1),

N1(α1) = P0+ (α1) (α1 + k)R−1
+ (α1) {P0− (α1)R

−1
− (α1) (α1 + k)−1ei(α1−k)A}+,

N2(α1) = P0+ (α1) (α1 + k)R−1
+ (α1)×

×
{
P0− (α1) (α1 − k)R−1

− (α1) (α
2
1 − k2)−1

〈
i(α1 − k)φA(A)eiα1A+

+ TA(α1)− TA(k)e
i(α1−k)A

〉}+

.

Из последнего соотношения при α1 = k находится искомый функционал

QA(k) = [1−N1(k)]
−1

N2(k),

N1(k) = 2kP0+ (k)R−1
+ (k) {P0− (α1)R

−1
− (α1) (α1 + k)−1ei(α1−k)A}+k ,

N2(k) = 2kP0+ (k) kR−1
+ (k)×

×
{
P0− (α1) (α1 − k)R−1

− (α1) (α
2
1 − k2)−1

〈
i(α1 − k)φA(A)eiα1A+

+ TA(α1)− TA(k)e
i(α1−k)A

〉}+

k
.

Окончательно решение принимает вид

QA(α1) = [1−N1(k)]
−1

N2(k)N1(α1) +N2(α1).

Здесь {R(α1)}+k означает, что берется α1 = k после вычисления интеграла (2.1).
Применив двойное обращение Фурье к построенному решению, получим решение трехмер-

ной смешанной задачи.
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3. О свойствах решения для деформируемого штампа

1. Возможность существования дискретного спектра в задаче для полубесконечного штампа
сводится к исследованию свойств решения

qA(x1) =

∫
Γ

QA(α1)e
−iα1x1dx1,

QA(α1) = [1−N1(k)]
−1

N2(k)N1(α1) +N2(α1).

Очевидно, спектр может быть определен путем исследования нулей знаменателя построен-
ного решения. Таким знаменателем является функция, которая дает ответ о возможности
существования дискретного спектра у оператора граничной задачи, то есть

1−N1(k) = 0. (3.1)

Входящая в уравнение (3.1) функция N1(k) имеет представление

N1(k) = 2kP0+ (k)R−1
+ (k)

1

2πi

∫
Γ

P0− (ξ)

R− (ξ) (ξ2 − k2)
ei(ξ−k)Adξ.

Для упрощения достаточно сложной тренцендентной формулы относительно параметра k
рассмотрим случай, когда A = 0. Это означает, что система координат сдвинута так, что
край штампа находится в начале координатной системы. Естественно, это не отразится на
контактных напряжениях, которые будут рассматриваться в сдвинутой системе координат. В
этом случае подынтегральная функция упрощается и интеграл вычисляется. В результате
вычислений имеем

1

2πi

∫
Γ

P0− (ξ)

R− (ξ) (ξ + k)(ξ − k)
dξ =

P0− (−k)

2kR− (−k)
.

Функция N1(k) принимает вид

N1(k) =
P0+ (k)

R+ (k)

P0− (−k)

R− (−k)
.

Изучаемое уравнение описывается соотношением

1− P0+ (k)P0− (−k)

R+ (k)R− (−k)
= 0.

С учетом того, что из свойств факторизованных четных функций D(k) следует соотношение
D−(−k) = D+(k), получаем следующее уравнение относительно параметра k:

R2
+ (k)− P 2

0+ (k) = 0. (3.2)

Для дальнейшего исследования этого уравнения необходимо, во первых, выявить характер
зависимости функций от параметра k и, во-вторых, факторизовать в виде произведения
функцию вида

T (α1) =
P (α1)

(α2
1 − k2)R (α1)

,

P (α1) = (α2
1 − k2)P0 (α1) , R (α1) = R0 (α1) (α

2
1 − k2) + P0 (α1) .

В этом соотношении явно выделен параметр k, который необходимо определить из уравнения
Факторизованные в виде произведения функции описываются интегралами

T+ (α1) = exp
1

2πi

∫
Γ

lnT (ξ)

ξ − α1
dξ, Imα1 > 0.
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Это позволит получить в интегральном виде функции, входящие в уравнение (3.1) для
определения нулей k. Исходя из поставленной контактной задачи для полубесконечного штампа
в условиях излучения энергии на бесконечность, есть основание предположить, что уравнение
столь сложной структуры не будет иметь вещественных дискретных нулей параметра k, вопрос
может быть изучен численно. Однако можно полагать, что будет иметь место волнообразное
изменение функции 1−N1(k), что может обеспечить существование максимумов и минимумов
у контактных напряжений под деформируемым штампом.

2. Поведение волнового поля g(x1) на поверхности многослойного основания вычисляется
по формуле

g(x1) =

∞∫
0

k0(x1 − ξ1)q(ξ1)dξ1, x1 < 0.

Эту формулу можно представить в виде

g(x1) =
1

2π

∫
Γ

R(α1)Q(α1)

(α2
1 − k2)P0 (α1)

e−iα1x1dα1, x1 < 0.

Вычисления интеграла Дирихле по однократным вычетам дает следующее представление
волнового поля вне зоны контакта

g(x1) = i

∞∑
n=0

R(ξn)Q(ξn)

P ′(ξn)
e−iξnx1 ,

ξ0 = k, Im ξn = 0, n = 1, 2, . . . , N, x1 < 0.

Здесь N — число вещественных нулей функции P0(ξn).
Участвующие в этом представлении вещественные полюсы формируют волновое поле.

Возбуждаемые деформируемым штампом волны на свободной поверхности в контактных
задачах совпадают с появляющимися в случае абсолютно жестких штампов и дополняются
гармоникой деформируемого штампа e−ikx1 . Амплитуды возбуждаемых волн отличаются от
амплитуд абсолютно жестких штампов.

4. Построение упакованных блочных элементов и их фактор-типология для
скалярной задачи в первом и других квадрантах

Объектами топологического пространства является совокупность решений граничных задач
для уравнения Гельмгольца. Введем в прямоугольной системе координат ox1x2x3 четыре полу-
плоскости с нормалями к границам, совпадающими с положительными или отрицательными
координатными полуосями. Введем их обозначения: Ω1(|x1| ⩽ ∞, x2 > 0), Ω2(|x2| ⩽ ∞, x1 < 0),
Ω3(|x1| ⩽ ∞, x2 < 0), Ω4(|x2| ⩽ ∞, x1 > 0). В каждой области, рассматриваемой в каче-
стве носителя, решим граничные задачи для уравнения Гельмгольца с приведенными ниже
граничными условиями вида

(∆ + p2)gn = 0, n = 1, 2, 3, 4, ∂1 =
∂

∂x1
, ∂2 =

∂

∂x2
,

∂2g1(x1,0) = q1(x1), g1(x1, x2) ∈ Ω1, ∂1g2(0, x2) = q2(x2), g2(x1, x2) ∈ Ω2,

∂2g3(x1,0) = q1(x1), g3(x1, x2) ∈ Ω3, ∂1g4(0, x2) = q2(x2), g4(x1, x2) ∈ Ω4.

Здесь qn(xn), n = 1, 2 — некоторые гладкие функции.
В дальнейшем введем в рассмотрение двумерный F2 и одномерный F1 соответственно

операторы преобразования Фурье, положив

F2 ≡ F2(α1, α2), F1 ≡ F1(αn), Q(αn) = F1(αn)q(xn) =

∫
l

q(xn) exp iαnxndxn,
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G(α1, α2) = F2(α1, α2)g(x1, x2) =

∫∫
Ω

g(x1, x2) exp i(α1x1 + α2x2)dx1dx2.

Здесь l, Ω являются носителями функций интегрирования.
Построим решения граничных задач в форме упакованных блочных элементов. Последние

имеют вид

g1 (x1, x2) =
1

4π2

∫∫
R2

Q1(α1)

(α2
1 + α2

2 − p2)α21+
(α2 − α21+)e

−i(α1x1+α2x2)dα1dα2

g2 (x1, x2) =
1

4π2

∫∫
R2

Q2(α2)

(α2
1 + α2

2 − p2)α11−
(α11− − α1)e

−i(α1x1+α2x2)dα1dα2

(4.1)

g3 (x1, x2) =
1

4π2

∫∫
R2

Q1(α1)

(α2
1 + α2

2 − p2)α21−
(α21− − α2)e

−i(α1x1+α2x2)dα1dα2,

g4 (x1, x2) =
1

4π2

∫∫
R2

Q2(α2)

(α2
1 + α2

2 − p2)α11+
(α1 − α11+)e

−i(α1x1+α2x2)dα1dα2,

α11+ = i
√
α2
2 − p21, α21+ = i

√
α2
1 − p21, α11− = −i

√
α2
2 − p21, α21− = −i

√
α2
1 − p21.

(4.2)

Здесь Qn(αs) = F1(αs)qn(xs).
Таким образом, упакованные блочные элементы построены в четырех взаимно пересе-

кающихся полуплоскостях. Они представляют блочную структуру, блоки которой имеют
носители — области Ωn, n = 1, 2, 3, 4.

Рассмотрим множества Ωn × gn, n = 1, 2, 3, 4. Введем в построенной блочной структуре то-
пологическую структуру. Назовем внутренности каждого построенного упакованного блочного
элемента и носителя, то есть открытые множества, элементами топологического пространства.
Они должны обладать следующими свойствами: объединение любого числа таких элементов
и пересечение конечного их числа должно быть элементом топологического пространства,
то есть быть упакованным блочным элементом. Очевидно, носители упакованных блочных
элементов, то есть полупространства с взаимно перпендикулярными границами, имеют в каче-
стве пересечений все четыре квадранта прямоугольной системы координат. Введем следующее
их обозначение: Ω5(x1 > 0, x2 > 0), Ω6(x1 < 0, x2 > 0), Ω7(x1 < 0, x2 < 0), Ω8(x1 > 0, x2 < 0).
Для того, чтобы доказать, что введенная топологическая структура Ωn × gn, Ω4+n × φn,
n = 1, . . . ,4 действительно формирует топологическое пространство, состоящее из носителей и
упакованных блочных элементов, необходимо показать, что решения граничных задач для
уравнения Гельмгольца в каждом квадранте представляет упакованный блочный элемент.
Относительно носителей этот вопрос решен благодаря индуцированной топологии эвклидова
пространства. Для блочных элементов любые два соседних блочных элемента из квадрантов
должны объединяться и представлять упакованный блочный элемент полупространства. Та-
ким образом, методом блочного элемента необходимо построить решения в форме упакованных
блочных элементов в каждом квадранте следующих граничных задач

(∆ + p2)φn = 0,

∂2φ1(x1,0) = q1+(x1), ∂1φ1(0, x2) = q2+(x2), Ω5(x1 > 0, x2 > 0),

∂2φ2(x1,0) = q1−(x1), ∂1φ2(0, x2) = q2+(x2), Ω6(x1 < 0, x2 > 0),

∂2φ3(x1,0) = q1−(x1), ∂1φ3(0, x2) = q2−(x2), Ω7(x1 < 0, x2 < 0),

∂2φ4(x1,0) = q1+(x1), ∂1φ4(0, x2) = q2−(x2), Ω8(x1 > 0, x2 < 0).

Здесь приняты обозначения

q1+(x1) = q1(x1), x1 ⩾ 0; q2+(x2) = q2(x2), x2 ⩾ 0;
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q1−(x1) = q1(x1), x1 ⩽ 0; q2−(x2) = q2(x2), x2 ⩽ 0.

Применяя традиционные методы блочного элемента, включающие этапы внешней алгебры,
внешнего анализа, получаем четыре упакованных блочных элемента в каждом квадранте

φn(x1, x2) =
1

4π2

∫∫
R2

ωn (α1, α2)

(α2
1 + α2

2 − p2)
e−i(α1x1+α2x2)dα1dα2,

ω1 =

[
α1

α11+
− 1

]〈
Q2+(α2)−

α2Q2+(α21+)

α21+

〉
+

[
α2

α21+
− 1

]〈
Q1+(α1)−

α1Q1+(α11+)

α11+

〉
,

ω2 =

[
1− α1

α11−

]〈
Q2+(α2)−

α2Q2+(α21+)

α21+

〉
+

[
α2

α21+
− 1

]〈
Q1−(α1)−

α1Q1−(α11−)

α11−

〉
,

ω3 =

[
1− α1

α11−

]〈
Q2−(α2)−

α2Q2−(α21−)

α21−

〉
+

[
1− α2

α21−

]〈
Q1−(α1)−

α1Q1−(α11−)

α11−

〉
,

ω4 =

[
α1

α11+
− 1

]〈
Q2−(α2)−

α2Q2−(α21−)

α21−

〉
+

[
1− α2

α21−

]〈
Q1+(α1)−

α1Q1+(α11+)

α11+

〉
.

Убедимся, что объединение любых двух соседних блочных элементов, имеющих носители в
квадрантах, порождают блочный элемент в форме полупространства. Такая операция называ-
ется построением фактор-топологии, а отношения эквивалентности в данном случае состоят
в равенстве функций и их производных на границе. Названными объединениями являют-
ся следующие объекты: φ1(x1, x2) ∪ φ2(x1, x2), φ2(x1, x2) ∪ φ3(x1, x2), φ3(x1, x2) ∪ φ4(x1, x2),
φ4(x1, x2) ∪ φ1(x1, x2).

Покажем на примере первого объединения переход его в упакованный блочный элемент
для полупространства. Имеем

φ1(x1, x2) ∪ φ2(x1, x2) =

=
1

4π2

∫∫
R2

ω1 (α1, α2)

(α2
1 + α2

2 − p2)
e−i(α1x1+α2x2)dα1dα2+

1

4π2

∫∫
R2

ω2 (α1, α2)

(α2
1 + α2

2 − p2)
e−i(α1x1+α2x2)dα1dα2 =

=
1

4π2

∫∫
R2

ω1 (α1, α2) + ω2 (α1, α2)

(α2
1 + α2

2 − p2)
e−i(α1x1+α2x2)dα1dα2. (4.3)

Отсюда

ω1+ω2 =

[
α1

α11+
− 1

]〈
Q2+(α2)−

Q2+(α21+)α2

α21+

〉
+

[
α2

α21+
− 1

]〈
Q1+(α1)−

α1Q1+(α11+)

α11+

〉
+

+

[
1− α1

α11−

]〈
Q2+(α2)−

Q2+(α21+)α2

α21+

〉
+

[
α2

α21+
− 1

]〈
Q1−(α1)−

α1Q1−(α11−)

α11−

〉
.

В этом соотношении выражения

α1

α11+
,

α1

α11−
,

α2

α21+
,

α2

α21+
,

α2Q2+(α21+)

α21+
,

α1Q1+(α11+)

α11+
,

α1Q1−(α11−)

α11−

называются отсекаторами. Они выполняют функции, обеспечивающие проектирование реше-
ний граничных задач на носители, то есть обращение решения граничной задачи в ноль вне
носителя. Их роль становится понятной при вычислении обращений преобразований Фурье
для получения значений упакованного блочного элемента в декартовой системе координат.
Поэтому, при исчезновении границы между блочными элементами, и операциями с преобразо-
ваниями Фурье во внешних формах, ими следует пренебрегать. Остаются те из них, которые
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сохраняют новые границы упакованных блочных элементов. С учетом сказанного, отбрасывая
не нужные члены, имеем

ω1 + ω2 =

[
α2

α21+
− 1

]
⟨Q1+(α1)⟩+

[
α2

α21+
− 1

]
⟨Q1−(α1)⟩ =

=

[
α2

α21+
− 1

]
⟨Q1+(α1) +Q1−(α1)⟩ =

α2 − α21+

α21+
Q1(α1).

Внеся эти данные в (4.3), получаем упакованный блочный элемент для полупространства
(4.1), (4.2), а объединение блочных элементов оказывается связным множеством.

Вывод

Таким образом, в статье получено уравнение, которое может содержать параметры спектра,
возникающего в контактных задачах с деформируемым штампом. Этот спектр, скорее всего,
комплексный, в связи с неограниченностью штампа. Уравнение имеет сложное строение, в
связи с чем его решение необходимо искать численным методом. Установлен характер волн на
свободной поверхности в контактных задачах с деформируемым штампом. Они такие же, как
и в случае абсолютно жесткого штампа, но дополняются гармоникой деформируемого штампа.
Амплитуды оказываются разными. Представлено построение дискретного топологического
пространства и фактор-топологий, состоящего и упакованных блочных элементов квадрантов
декартовой системы координат, необходимых в дальнейших исследованиях.
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