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Аннотация. Было проанализировано влияние различных параметров на волновые поля, возбуждаемые
в композитных пластинах пьезоэлементами различной формы. Сформулированная краевая задача
была сначала проинтегрирована с помощью преобразования Фурье, построена матрица Грина, а затем с
помощью обратного преобразования вычислено решение. Было показано, что только для определенных
композитных материалов применение секторных вибраторов позволяет получить усиление амплитуды
волн в выбранном направлении.
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Abstract. The influence of various parameters on wave fields excited in composite plates by piezoelectric
elements of various shapes has been analyzed. The formulated boundary value problem was first integrated
using the Fourier transform, the Green matrix was constructed, and then the solution was calculated using
the inverse transformation. It has been shown that only for certain composite materials the use of sector
vibrators makes it possible to obtain amplification of the amplitude of the waves in the selected direction.
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В последнее время композитные материалы все чаще используются из-за их преимуществ,
таких как более высокая прочность, большая эластичность и универсальная применимость.
Тем не менее, наряду с этими преимуществами необходимо учитывать и недостатки — более
высокая чувствительность к вибрации и расслоение, что значительно увеличивает вероятность
образования трещин. Таким образом, алгоритмы, позволяющие обнаруживать возникшие
дефекты, необходимы во многих отраслях промышленности. К ним относятся авиастроение
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Рис. 1. Схема нагружения многослойной анизотропной пластины

(мониторинг крупномасштабных деталей конструкции самолета), машиностроение (мони-
торинг трубопроводов), химическая промышленность, автомобилестроение и традиционное
машиностроение.

В настоящее время одним из наиболее точных и востребованных методов неразрушающего
контроля и мониторинга состояния различных инженерных конструкций является метод,
основанный на применении волн Лэмба. В настоящей работе анализируется влияние различных
параметров пьезоактуаторов на волновые поля, возбуждаемые в композитных пластинах.
Была разработана концепция выбора параметров вибраторов для возбуждения волн, которые
усиливаются в определенном направлении для выбранных частот и подавляются в других
направлениях.

1. Решение задачи о распространении волн и структура возбуждаемого волнового
поля

Многослойная композитная пластина толщины h возбуждается круговым пьезоэлектриче-
ским актуатором радиуса a (рис. 1). Композит занимает область

D =
{
(x, y, z) | −∞ < x < ∞; −∞ < y < ∞; zN+1 ⩽ z ⩽ z1

}
,

где N — число слоев, zn = −h (n− 1)/N , n = 1, . . . , N + 1, z – координаты границ слоев.
Уравнения колебаний каждого слоя

∂σ
(n)
ij

∂xj
= ρ(n)ü

(n)
i , i, j = 1, 2, 3, n = 1, . . . , N, (1.1)

где u(n) =
(
u
(n)
1 , u

(n)
2 , u

(n)
3

)
и σ

(n)
ij компоненты вектора деформаций и тензора напряжений n-го

слоя и ρ(n) плотность n-го слоя. На границах между слоями вертикальные напряжения и
деформации непрерывны

σ
(n)
j3 = σ

(n+1)
j3 , u

(n)
j = u

(n+1)
j , z = zn+1, n = 1, . . . , N − 1. (1.2)

Нижняя граница свободна от напряжений(
σ
(N)
13 , σ

(N)
23 , σ

(N)
33

)∣∣∣
z=zN+1

= 0.

Гармонические колебания композитной плиты с частотой ω описываются с помощью мно-
жителя e−iωt (t — время). Далее множитель e−iωt опущен и рассматриваются амплитуды
колебаний.
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Для рассмотренного на рис. 1 кругового пьезоэлемента сосредоточенные на границе области
Ω =

{
r2 = x2 + y2 ⩽ a2, z = 0

}
силы моделируются с помощью соответствующих векторов

нагрузки, которые могут быть представлены в полярных координатах x = r cosφ, y = r sinφ,
φ ∈ [0; 2π]

qx = τ0δ (r − a) cosφ, qy = τ0δ (r − a) sinφ, qz = 0, ∀ (r, φ) . (1.3)

Сформулированная краевая задача была сначала проинтегрирована с помощью преобразова-
ния Фурье по переменным x, y и построена матрица Грина. Решение рассматриваемой задачи
в преобразованиях Фурье [1]:

U
(n)
l (α1, α2, z) = K

(n)
lj (α1, α2, z)Qj (α1, α2) , l, j = 1, 2, 3. (1.4)

Здесь K
(n)
lj (α1, α2, z) — трансформанты Фурье компонент матрицы Грина k(n) n-го слоя,

вектор Q с компонентами Qj (α1, α2) — трансформанта Фурье вектора нагрузки q (x, y).
Применение преобразования Фурье к граничным условиям на поверхности (1.3) приводит к
следующим соотношениям:

Q1 (α, γ) = 2πiaτ0J1 (aα) cos γ, Q2 (α, γ) = 2πiaτ0J1 (aα) sin γ, Q3 (α, γ) = 0, (1.5)

где J1 (aα) — функция Бесселя первого рода, α1 = α cos γ, α2 = α sin γ и α =
√
α2
1 + α2

2,
γ ∈ [0; 2π].

Алгоритм вычисления матрицы Грина в области частотно-волновых чисел подробно описан
в [2]. После применения обратного преобразования Фурье решение задачи можно записать в
виде интеграла

u(n) (x, y, z, ω) =
1

4π2

∫
Γ1

∫
Γ2

K(n) (α1, α2, z, ω)Q (α1, α2) e
−i(α1x+α2y) dα1 dα2. (1.6)

Для удобства опустим индексы и перейдем к цилиндрическим координатам

u (r, φ, z, ω) =
1

4π2

2π∫
0

∫
Γ+(γ)

K (α, γ, z, ω)Q (α, γ) e−iαr cos(γ−φ)α dα dγ, (1.7)

где Γ1, Γ2, Γ+(γ) — контуры, которые обходят все действительные полюса подынтегральной
функции в соответствии с принципом предельного поглощения [3].

Интеграл по α может быть вычислен как сумма вычетов с помощью теоремы Коши и
Леммы Жордана

u± (r, φ, z, ω) = ± i

2π

∞∑
m=1

∫
γ±(r,φ)

b±
m (γ, z, ω) e−ik±

m(γ)r cos(γ−φ) dγ − d± (r, φ, z, ω) , (1.8)

b±
m (γ, z, ω) = resK (α, γ, z, ω)|α=k±

m(γ) Q
(
k±m (γ) , γ

)
k±m (γ) , (1.9)

d± =
(
d±
1 ,d

±
2 ,d

±
3

)
, d±

l =

3∑
j=1

d±
lj , l = 1, 3 (1.10)

d±lj (r, φ, z, ω) =
1

4π2

∫
ΓI±

 ∫
γ±(r,φ)

Klj (α, γ, z, ω)Qj (α, γ) e
−iαr cos(γ−φ) dγ

α dα. (1.11)

Здесь k±m (γ) — вещественные полюса Фурье-преобразования матрицы Грина K, расположенные
в первом и четвертом квадрате для: γ = φ + π/2 и γ = φ + 3π/2 соответственно. Вкладом
комплексных полюсов можно пренебречь для r → ∞. В дальней от источника колебаний
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зоне r → ∞ интегралы dlj (r, φ) по мнимым осям не учитываются. Полюса k±m (γ) вносят
вклад в (1.8) на концах интервалов γ± (φ) = (φ± π/2, φ+ π ± π/2) и в стационарных точках
фазовой функции

P±
m (γ (φ) , φ) = −k±m (γ) cos (γ − φ) . (1.12)

Согласно методу стационарной фазы стационарные точки γ±
mp (φ) для каждого полюса

k±m (γ) удовлетворяют уравнению

k′
±
m,γ(γ)

k±m(γ)
= tan (γ − φ) , γ ∈ (φ± π/2, φ+ π ± π/2) , (1.13)

В дальней от источника зоны их вклад описывается следующим выражением

G±
mp (r, φ, z, ω) = ± i

2π

√
2π

r

b±
m

(
γ±
mp (φ) , z, ω

)√
−i · P ′′±

m,γ2

(
γ±
mp(φ), φ

)eirP±
m(γ±

mp(φ),φ) +O
(
r−3/2

)
, (1.14)

где

P ′′±
m,γ2

(
γ±
mp (φ) , φ

)
=

∂2P± (
γ±
mp (φ) , φ

)
∂γ2

̸= 0.

Окончательное асимптотическое разложение вектора смещения имеет вид

u (r, φ, z, ω) =

Nr∑
m=1

N±
mp(φ)∑
p=1

G±
mp (r, φ, z, ω)+O

(
r−3/2

)
, (1.15)

где Nr — количество вещественных полюсов и N±
mp (φ) количество стационарных точек,

соответствующих полюсу k±m(γ) в направлении φ.
Решение задачи (1.1)–(1.3) для композитной пластины с симметрией относительно средней

плоскости z = −h/2 может быть представлено в виде суммы симметричных и антисим-
метричных волн Лэмба. Дисперсионное уравнение ∆(ω, α, γ) = 0, где ∆(ω, α, γ) является
определителем преобразования Фурье матрицы Грина, можно разделить на два независимых
уравнения

∆S (ω, α, γ) = 0, (1.16)

для симметричных и
∆A (ω, α, γ) = 0, (1.17)

соответственно для антисимметричных волн. Были проведены исследования для широкого
диапазона частот, где существуют две симметричные S0 и SH0 (горизонтальная мода сдвига)
и одна антисимметричная волновая мода A0. Решение (1.15) может быть представлено как
комбинация соответствующих волновых мод u = uA0 + uS0 + uSH0 .

Чтобы увеличить амплитуды волн вдоль выбранных направлений, форма пьезоэлемента
может быть изменена. В этом разделе представлен пример приведения в действие направленных
волн с использованием составного пьезоактуатора с переменным направлением излучения
(CLoVER) [4]. Такой актуатор (рис. 2) состоит из набора клиновидных пьезоэлементов, которые
могут быть активированы только по выбранному направлению.

Внутренний и внешний радиусы актуатора равны ai и ao соответственно. Количество
секторов nc позволяет определить угловой диапазон актуаторов CLoVER: θ = 360◦/nc.

Функция нагрузки для одного активного сектора между углами ϕL и ϕR, ϕL − ϕR = θ
(z = 0) имеет вид [1, 4]

τxz = τ0 (δ (r − ai)− δ (r − ao)) (H (ϕ− ϕL)−H (ϕ− ϕR)) cosϕ,

τyz = τ0 (δ (r − ai)− δ (r − ao)) (H (ϕ− ϕL)−H (ϕ− ϕR)) sinϕ, σz = 0,
(1.18)

где H (ϕ) — функция Хевисайда. В рассмотренной модели пренебрегается напряжениями на
границах между секторами.
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а) б) в)

Рис. 2. CLoVER пьезоактуатор: а) схема, б) фото и в) распределение смещения в зависимости от угла
для различных секторов актуатора [4]

Преобразование Фурье функции нагрузки (1.18) не может быть представлено в аналити-
ческом виде. Используя разложение Якоби–Ангера [5], двойное преобразование в область
волновых чисел принимает вид

Q1 (α, γ) = τ0

∞∑
n=−∞

inχn (α)

ϕL∫
ϕR

(H (ϕ− ϕR)−H (ϕ− ϕL))e
in(ϕ−γ) cosϕdϕ,

Q2 (α, γ) = τ0

∞∑
n=−∞

inχn (α)

ϕL∫
ϕR

(H (ϕ− ϕR)−H (ϕ− ϕL))e
in(ϕ−γ) sinϕ dϕ,

Q3 (α, γ) = 0,

(1.19)

где χn (α) = aoJn (αao)− aiJn (αai) и Jn (aα) является функцией Бесселя n-го порядка.

2. Анализ волновых полей, возбуждаемых круговым и секторным
пьезоактуаторами

Исследования проводились как для квазиизотропного композита, так и для композита
с ярко выраженными анизотропными свойствами. Рассмотренный квазиизотропный композит
состоит из 24-х слоев с ориентацией волокон [0,45,−45,90]3s, изготовлен из эпоксидной смолы
с углеродным волокном. Свойства материала в терминах инженерных констант описыва-
ются следующим образом: E1 = 127,6 ГПа, E2 = E3 = 11,3 ГПа, G12 = G13 = 5,97 ГПа,
G23 = 3,75 ГПа, ν12 = ν13 = 0,3, ν23 = 0,34; плотность ρ = 1578 кг/м3. Все вычисления
проводились в безразмерной форме, в связи с этим, инженерные константы обезразмеривались
делением их на величину E0 = 1011 Па, плотность нормировалась на величину ρ0 = 103 кг/м3,
тогда как все геометрические характеристики обезразмеривались путем деления на толщину
композитной пластины h. В работе в расчетах использовалась безразмерная угловая частота
ω̂ = 2πfrh/cT = 2πω/cT , где ω = fr ∗ h представляет произведение частоты на толщину
возбуждаемой пластины и измеряется в КГц ·мм. Значение скорости распространения попе-
речной волны cT , взятой для нормализации значений, определяется как cT =

√
G12/ρ, где

G12 — модуль продольного сдвига в плоскости материала композитной пластины. Очевид-
но, что два разных композитных материала с различными свойствами будут иметь разные
значения скорости cT , и, следовательно, разные значения безразмерной угловой частоты, но
соответствующие одному и тому же значению ω = fr ∗ h.
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а) б)

Рис. 3. Нормированные амплитуды поверхностных перемещений для а) секторного
и б) кругового пьезоэлемента для fr · h = 150 кГц ·мм

На рис. 3, 4 изображены графики нормированных амплитуд поверхностных перемещений,
соответствующих антисимметричной uA0

и симметричной uS0
волновым модам в зависимости

от угла. Исследуемая пластина из квазиизотропного композита с описанными свойствами
возбуждается круговым актуатором и пьезоактуатором CLoVER. Внутренний и внешний
радиусы рассматриваемого сектора ai/h = 3 и a0/h = 5 соответственно. На рис. 3 показаны пе-
ремещения, вызванные секторным актуатором (3а), расположенным между углами ϕR = 22,5◦

и ϕL = 67,5◦, и круговым (3б) радиуса a/h = 5, полученного в точке r/h = 100 для частоты
fr · h = 150 кГц ·мм.

Очевидно, что волны, возбуждаемые круговым пьезоактуатором, распространяются почти
равномерно в зависимости от угла, в то время как секторный пьезоактуатор возбуждает волны
в заданном направлении. На выбранной частоте обе волновые моды вносят сравнимый вклад
в волновое поле. На рис. 4 показаны перемещения, рассчитанные для более высокой частоты
fr · h = 300 кГц ·мм. Можно видеть, что при этой частоте появляется первая горизонтально-
симметричная волновая мода SH0, а вклад первой антисимметричной моды A0 уменьшается.
Основной вклад в волновое поле вносят смещения, соответствующие первой симметричной
моде S0.

Как и в предыдущем примере, смещения, приводимые в действие круговым пьезоактуатором
(рис. 4б), почти не зависят от угла распространения, в то время как волновое поле, возбужда-
емое секторным пьезоактуатором, распространяется в заданном направлении (рис. 4а). Этот
эффект был продемонстрирован и для других частот.

Для сравнения был рассмотрен композит с ярко выраженными анизотропными свойства-
ми, состоящий из 4-х слоев с ориентацией волокон [0,90]s, изготовленный из углепластика
T700GC/M21. Нормированные амплитуды перемещений для волновых мод uA0 и uS0 в поляр-
ных координатах были построены для тех же размеров кругового и секторного актуаторов для
r/h = 100 и частоты fr ·h = 300 кГц ·мм. Ввиду выбранной геометрии секторного пьезоэлемента
A0-волны распространяются, как и ожидалось, в первом квадранте с максимальными ампли-
тудами в направлении 45◦ (рис. 5а). График для S0-волн показывает (рис. 5б), что влияние
анизотропии остается очень высоким, и, несмотря на геометрию секторного пьезоактуатора,
фокусировка волн происходит в направлениях волокон.
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а) б)

Рис. 4. Нормированные амплитуды поверхностных перемещений для а) секторного
и б) кругового пьезоэлемента для fr · h = 300 кГц ·мм

а) б)

Рис. 5. Нормированные амплитуды поверхностных перемещений a) A0 и б) S0 для секторного
(пунктир) и кругового (сплошная линия) пьезоэлемента для fr · h = 300 кГц·мм

Амплитуды волн в областях между волокнами намного меньше, как в случае секторного,
так и кругового пьезоактуатора, что может вызвать проблемы при неразрушающем контроле
материалов.

Заключение

Построенная математическая модель позволила выделить и проанализировать вклад каж-
дой волновой моды в результирующее волновое поле и исследовать распространение отдельных
мод по различным направлениям в зависимости от анизотропных свойств исследуемых ком-
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позитов. Из-за анизотропии слоев амплитуды волн в слоистых композитах могут проявлять
сильную фокусировку в определенных направлениях. Были проведены исследования амплитуд
волн в композитных материалах для круглых пьезоактуаторов и вибраторов в форме сектора.
Показано, что для определенных композитных материалов применение секторных вибраторов
позволяет получить усиление амплитуды волн в выбранном направлении. Для композитов
с ярко выраженными анизотропными свойствами эффект анизотропии приводит к тому,
что несмотря на геометрию поверхностного вибратора, происходит фокусировка отдельных
волновых мод в направлениях волокон. Таким образом, чтобы для неразрушающего контроля
материалов реализовать распространение волн в выбранных направлениях, необходимо выби-
рать частоты, на которых вклад таких волновых мод несущественен. Подробное исследование
зависимости амплитуд волн A0, S0 и SH0 от частоты проведено в работе [6].
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