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Аннотация. В статье рассматривается периодическая краевая задача для одного нелинейного функ-
ционально-дифференциального уравнения второго порядка. С помощью специальных топологических
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Abstract. The boundary value problem is considered

x′′(t) + ρ2x(t) + f (t, (Tx) (t)) = 0, 0 < t < 1,

x(0) = x(1),

x′(0) = x′(1),

where 0 < ρ < π, T — linear positive continuous operator.
This problem was reduced to an equivalent integral equation, and using some properties of the Green’s
function of the operator −d2/dx2 with the corresponding periodic boundary conditions, the invariance
of a completely continuous integral operator in the chosen cone of the space of continuous functions was
established. Further, under power-law growth restrictions on the function f , relying on the well-known
Krasnosel’skii theorem on the index of fixed points of an operator, the existence of at least one positive
solution of the problem under consideration was proved. At the end of the article, an example of a boundary
value problem for an integro-differential equation with a sublinear power right side f is given, illustrating
the fulfillment of sufficient conditions for the existence of at least one positive solution.
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Введение

Краевым задачам для нелинейных функционально-дифференциальных уравнений посвяще-
но достаточно большое количество работ, в которых рассматриваются вопросы существования
положительных решений, их поведения, асимптотики и т.д., причем естественным орудием
исследования являются методы функционального анализа, основанные на использовании
полуупорядоченных пространств, теория которых связана с именами Ф. Рисса, М.Г. Крейна,
Л.В. Канторовича, Г. Фрейденталя, Г. Биркгофа и др. В последующем методы исследования
положительных решений операторных уравнений были развиты М.А. Красносельским и его
учениками Л.А. Ладыженским, И.А. Бахтиным, В.Я. Стеценко, Ю.В. Покорным и др.

Довольно хорошо изучены периодические краевые задачи для нелинейных обыкновенных
дифференциальных уравнений. Здесь достаточно распространенным приемом для получения
достаточных условий существования и кратности положительных решений является известная
теорема Красносельского о неподвижной точке конусного сжатия (растяжения) [1–4]. В этих
работах получены соответствующие результаты, опирающиеся на свойство неотрицательности
функции Грина. В [5] на основе теоремы Красносельского о неподвижной точке установлено су-
ществование положительного решения сублинейных и суперлинейных периодических краевых
задач. В [6] при условиях более слабых, чем суб- и супер линейность доказано существование
по меньшей мере двух положительных решений. В [7] изучена нелинейная краевая задача для
знакопеременной функции Грина.

Насколько известно автору, вопросам существования положительных решений периодиче-
ских нелинейних краевых задач для функционально-дифференциальных уравнений второго
порядка посвящено немного работ. Наличие линейного оператора в уравнении не всегда
позволяет корректно реализовать схемы доказательства, основанные на принципе неподвиж-
ной точки Красносельского. В настоящей работе предпринята попытка в какой-то степени
устранить обозначенный пробел. С помощью леммы об индексе неподвижной точки [8] в
полуупорядоченных пространствах получены достаточные условия существования по меньшей
мере одного положительного решения периодической краевой задачи для одного нелинейного
функционально–дифференциального уравнения второго порядка. Полученные результаты
являются продолжением исследований автора, посвященных данной тематике.

1. Постановка задачи и основные результаты

Обозначим через C — пространство C[0, 1], Lp (1 < p < ∞) — пространство Lp(0, 1) и
W2 — пространство вещественных функций, определенных на [0,1] с абсолютно непрерывной
производной.

Рассмотрим краевую задачу

x′′(t) + ρ2x(t) + f (t, (Tx) (t)) = 0, 0 < t < 1, (1.1)

x(0) = x(1), (1.2)

x′(0) = x′(1), (1.3)

где 0 < ρ < π, T : C → Lp (1 < p < ∞) — линейный положительный непрерывный оператор,
функция f(t, u) неотрицательна на [0, 1]× [0,∞), монотонно возрастает по второму аргументу,
удовлетворяет условию Каратеодори и f( · , 0) ≡ 0.

Под положительным решением задачи (1.1)–(1.3) будем понимать функцию x ∈ W2, по-
ложительную в интервале (0, 1), удовлетворяющую почти всюду на указанном интервале
уравнению (1.1) и краевым условиям (1.2)–(1.3).

Рассмотрим эквивалентное задаче (1.1)–(1.3) интегральное уравнение

x(t) =

1∫
0

G(t, s)f (s, (Tx) (s)) ds, 0 ⩽ t ⩽ 1, (1.4)
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где

G(t, s) =
1

2ρ(1− cos ρ)

sin ρ(t− s) + sin ρ(1− t+ s), 0 ⩽ s ⩽ t,

sin ρ(s− t) + sin ρ(1− s+ t), t ⩽ s ⩽ 1.

Несложно проверить, что функция Грина оператора −d
2
/ dt2 с краевыми условиями (1.2)–

(1.3) обладает следующими свойствами
1. G(t, s) ⩾ 0, (t, s) ∈ [0, 1]× [0, 1];

2. min(t,s)∈[0,1]×[0,1] G(t, s) =
sin ρ

2ρ(1− cos ρ)
;

3. max(t,s)∈[0,1]×[0,1] G(t, s) =
sin ρ

2

ρ(1− cos ρ)
.

Предположим, что f(t, u) удовлетворяет условию

f(t, u) ⩽ a(t) + bup/q, t ∈ [0, 1], u ⩾ 0, (1.5)

где b > 0, a(t) ∈ Lq (1 < q < ∞) — неотрицательная (a(t) ̸= 0) на [0, 1] функция.
В операторной форме уравнение (1.4) можно переписать в виде

x = GNTx,

где N : Lp → Lq — оператор Немыцкого, G : Lq → C.
Оператор A, определяемый равенством

(Ax)(t) =

1∫
0

G(t, s)f (s, (Tx) (s)) ds, 0 ⩽ t ⩽ 1,

действует в пространстве неотрицательных непрерывных функций и вполне непрерывен [9,
c. 161].

Обозначим через K конус неотрицательных функций x(t) пространства C, удовлетворяющих
условию

min
0⩽t⩽1

x(t ⩾ γ∥x∥C .

где γ = cos(ρ/2) > 0.
Пусть Kr = {x ∈ K : ∥x∥C < r} и ∂Kr = {x ∈ K : ∥x∥C = r}, где r > 0.
В дальнейшем нам понадобится следующее утверждение

Лемма 1. [8] Пусть E — банахово пространство и K ⊂ E замкнутый выпуклый конус
в E. Пусть A : K → K — вполне непрерывный оператор и пусть i(A,Kr,K) обозначает
неподвижную точку оператора A.
(i) Если µAu ̸= u для всех u ∈ ∂Kr и 0 < µ ⩽ 1, то

i(A,Kr,K) = 1.

(ii) Если infu∈∂Kr
∥Au∥ > 0 для всех u ∈ ∂Kr и µAu ̸= u для всех u ∈ ∂Kr, и µ ⩾ 1, то

i(A,Kr,K) = 0.

Лемма 2. Оператор A оставляет инвариантным конус K.

Доказательство. В силу вышеприведенных свойств функции Грина имеем

min
0⩽t⩽1

(Ax)(t) = min
0⩽t⩽1

1∫
0

G(t, s)f (s, (Tx) (s)) ds ⩾
sin ρ

2ρ(1− cos ρ)

1∫
0

f (s, (Tx) (s)) ds.
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С другой стороны

∥Ax∥C = max
0⩽t⩽1

|(Ax)(t)| ⩽
sin ρ

2

ρ(1− cos ρ)

1∫
0

f (s, (Tx) (s)) ds.

Отсюда
min
0⩽t⩽1

(Ax)(t) ⩾ γ∥Ax∥C .

Теорема 1. Предположим, что наряду с (1.5) выполнены условия:
1) p ̸= q;

2) (T1)(t) ⩽ 1, t ∈ [0, 1];

3) f(t, u) > αr, (t, u) ∈ [0, 1]× [0, r], где α =
2ρ(1− cos ρ)

sin ρ
> 1.

Тогда краевая задача (1.1)–(1.3) имеет по крайней мере одно положительное решение.

Доказательство. Вначале покажем, что
inf

x∈∂Kr

∥Ax∥C > 0.

Действительно, в силу условий настоящей теоремы и соответствующих свойств функции
Грина для x ∈ ∂Kr имеем

(Ax)(t) ⩾
sin ρ

2ρ(1− cos ρ)

1∫
0

f (s, (Tx) (s)) ds >
sin ρ

2ρ(1− cos ρ)
αr = r.

Далее докажем, что µAx ̸= x для всех x ∈ ∂Kr и µ ⩾ 1.
В самом деле, если существуют x̃ ∈ ∂Kr и µ̃ ⩾ 1 такие, что µ̃Ax̃ = x̃, то x̃, очевидно,

удовлетворяет уравнению

x̃(t) = µ̃

1∫
0

G(t, s)f (s, (T x̃) (s)) ds, 0 ⩽ t ⩽ 1.

Имеем

µ̃

1∫
0

G(t, s)f (s, (T x̃) (s)) ds ⩾
sin ρ

2ρ(1− cos ρ)

1∫
0

f (s, (T x̃) (s)) ds >

>
sin ρ

2ρ(1− cos ρ)
αr = r = ∥x̃∥C , t ∈ [0, 1].

Поскольку ∥x̃∥C ⩾ x̃(t) для всех t ∈ [0, 1], приходим к противоречию x̃(t) > x̃(t). Отсюда, в
силу леммы 1

i(A,Kr,K) = 0. (1.6)

Пусть теперь R — некоторое положительное число такое, что R > r. Допустим, что
существуют x̃ ∈ ∂KR и 0 < µ̃ ⩽ 1 такие, что µ̃Ax̃ = x̃. Тогда

x̃(t) = µ̃

1∫
0

G(t, s)f (s, (T x̃) (s)) ds, 0 ⩽ t ⩽ 1. (1.7)
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В силу (1.5) и приведенных выше свойств функции Грина имеем

µ̃

1∫
0

G(t, s)f (s, (T x̃) (s)) ds ⩽
sin ρ

2

ρ(1− cos ρ)

1∫
0

f (s, (T x̃) (s)) ds ⩽

⩽
sin ρ

2

ρ(1− cos ρ)

1∫
0

(
a(s) + b (T x̃)

p
q (s)

)
ds ⩽

sin ρ
2

ρ(1− cos ρ)

( 1∫
0

a(s) ds+ b

1∫
0

(T x̃)
p
q (s) ds

)
⩽

⩽
sin ρ

2

ρ(1− cos ρ)

(
∥a∥Lq

+ b∥T x̃∥
p
q

Lp

)
⩽

sin ρ
2

ρ(1− cos ρ)
∥a∥Lq

+ b
sin ρ

2

ρ(1− cos ρ)
τ

p
q ∥x̃∥

p
q

C ⩽

⩽
sin ρ

2

ρ(1− cos ρ)
∥a∥Lq + b

sin ρ
2

ρ(1− cos ρ)
τ

p
q R

p
q−1 1

γ
x̃(t), t ∈ [0, 1],

где τ — норма оператора T .
Ввиду (1.7) последнее неравенство можно записать в виде

x̃(t) ⩽ H + LRp/q−1x̃(t), t ∈ [0, 1], (1.8)

где

H =
sin(ρ/2)

ρ(1− cos ρ)
∥a∥Lq

, L =
bτ

p
q sin(ρ/2)

γρ(1− cos ρ)
.

Предположим, что 0 < LRp/q−1 < 1. Тогда при x̃ ∈ ∂KR из (1.8) получим

γ∥x̃∥C ⩽ x̃(t) ⩽
H

1− LRp/q−1
, t ∈ [0, 1].

Откуда

∥x̃∥C ⩽
H

γ
(
1− LRp/q−1

) .
Пусть R >

H

γ
(
1− LRp/q−1

) , т.е.
γLRp/q −Rγ +H < 0. (1.9)

Тогда µAu ̸= u для всех u ∈ ∂KR и 0 < µ ⩽ 1. Следовательно, в силу леммы 1

i(A,KR,K) = 1. (1.10)

Потребовав r < R, из (1.6) и (1.10) получим

i(A,KR\K̄r,K) = i(A,KR,K)− i(A,Kr,K) = 1.

Следовательно, вполне непрерывный оператор A имеет по крайней мере одну неподвижную
точку в KR\K̄r, что равносильно существованию по меньшей мере одного положительного
решения краевой задачи (1.1)–(1.3) такого, что r < ∥x∥C < R .

В заключение рассмотрим пример, иллюстрирующий выполнение условий теоремы 1.
Пример 1. Рассмотрим следующую краевую задачу для интегро-дифференциального

уравнения

x′′(t) +
π2

9
x(t) + β

√√√√√ 1∫
0

x(s) ds = 0, 0 < t < 1, (1.11)

x(0) = x(1), x′(0) = x′(1), (1.12)

где β > 0.
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Здесь, очевидно, ρ = π/3, f(t, u) = β
√
u и в качестве T взят соответствующий линейный

интегральный оператор. В неравенстве (1.5) положим a(t) = 0 и b = β. Выполнение первых двух
условий 1 легко видеть. Непосредственно устанавливаем, что α = 2π/(3

√
3) > 1. Потребуем

теперь выполнения условия 3 теоремы 1

β
√
ru > αr, u ∈ [0, r]. (1.13)

Легко видеть, что решением этого неравенства является интервал
(
(αr/β)

2
,∞

)
. В то же

время неравенство (1.13) должно быть выполнено для всех u ∈ [0, r]. Отсюда вытекает, что
r < (β/α)

2
= 27/(4π2)β2.

Для нахождения R рассмотрим неравенство (1.9). Несложно проверить, что γ =
√
3/2,

H = 0, L = 2
√
3/πβ. Решением (1.9) в рассматриваемом случае является интервал

(
12/π2β2,∞

)
.

Очевидно, для любых β > 0 обеспечено условие 0 < r < R и, следовательно, в силу теоремы 1
краевая задача (1.11)–(1.12) имеет по меньшей мере бы одно положительное решение такое,
что r < ∥x∥C < R.

Заключение

В настоящей работе рассмотрена периодическая краевая задача для одного нелинейного
функционально-дифференциального уравнения второго порядка. С помощью специальных
топологических средств в полуупорядоченных пространствах получены достаточные условие
существования положительного решения. Приведен соответствующий пример, иллюстри-
рующий выполнение полученных результатов. В дальнешем планируется изучить вопросы
единственности положительного решения данной краевой задачи.
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