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Abstract. To determine the capabilities of active seismology methods when monitoring the geodynamic
processes in seismically active regions, various mathematical models are considered, including the problems
of assessing the monitoring methods sensitivity and the evolution of dilatancy zones. In this paper, we
consider the problems of studying the characteristics for the stress-strain state of the medium, which is
established as a result of prolonged radiation by a surface vibrator with specified parameters. Using the
model “Earth’s crust –mantle” in the form of a package of elastic layers on a deformable half-space, we
describe the problem statements for the estimation of relationship between variations in the parameters of
a vibroseismic wave field and variations in the parameters of the medium in the region of focal dilatancy
for a harmonic source. We have also considered the problem of stress distribution in a layered medium,
caused by internal loads applied in limited areas of planes between layers. The Schleicher–Nadai criterion
was applied to determine the dilatancy zone.
Keywords: seismic monitoring, dilatancy zone, harmonic source, steady-state oscillations, system of internal
loads.
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Введение

Землетрясения относятся к самым опасным природным явлениям. Анализ сейсмической
активности региона Северного Кавказа, включающего Краснодарский край, за последние
тридцать лет показывает, что в нем можно выделить три основные зоны: Махачкалинская,
Грозненская и Сочинская [1]. Урбанизация территории Сочинской зоны в последние де-
сятилетия влечет за собой многократное увеличение возможных негативных последствий
сейсмических событий на территории Краснодарского края.

При изучении проблемы многодисциплинарного прогноза землетрясений важное место
занимает вибросейсмический мониторинг состояния сейсмоопасных зон и развитие математиче-
ских моделей, позволяющих обрабатывать и интерпретировать данные мониторинга. Начиная
с 70-х годов XX в., интенсивное развитие получили методы активного виброакустического
мониторинга, названные в работах [2, 3] методами активной сейсмологии. Использование
вибрационных источников как средства изучения строения и структуры Земли и мониторинга
очаговых зон объясняется возможностью выбора времени включения вибратора, интервалов
его работы и спектральных характеристик излучения, а также координат источника. Возмож-
ности использования динамики волн основаны на стабильности формы сигнала. Генерируемые
с помощью вибратора сигналы проходят внутрь геологической структуры, при этом обрабо-
танные данные об отраженных и зарегистрированных сейсмическими приемниками волнах
дают информацию об особенностях строения геологической среды.

Многие ученые считают основным физическим процессом при подготовке землетрясения
эволюцию поля микродефектов в геофизической среде под действием концентрации напряже-
ний [1,4, 5]. В результате образуются зоны дилатансии (области нелинейного разуплотнения
среды по причине превышения некоторого порога напряжениями сдвига [1,6–8 и др.]). Обычно
различают «очаговую» и «поверхностную» дилатансные зоны. Последняя характеризуется
разуплотнением протяженных зон верхней части земной коры вблизи свободной от напря-
жений дневной поверхности. Одними из первых разработкой этой проблемы в сейсмологии
занимались академик А.С. Алексеев и его ученики, используя простейшую математическую
модель земной коры — однородное изотропное упругое полупространство.

В работах академика В.А. Бабешко [9] показано, что зарождение и развитие зон дилатансии
можно связывать с активизацией так называемых «вирусов вибропрочности» – множественных
дефектов, собственно и формирующих динамическую дилатансную структуру.

При мониторинге физических свойств «очаговых» дилатансных зон среди прочих методов
используется метод вибросейсмического просвечивания участков Земной коры [2,3, 7, 8, 10],
этот метод применяется при исследовании сопровождающих подготовку и реализацию сейсми-
ческих явлений физических процессов, а также при проведении районирования участков для
строительства объектов ответственного назначения (трубопроводов, атомных электростанций,
плотин и т.д.) и других экологически опасных сооружений. Созданы эффективные системы
наблюдения с группами мобильных вибраторов и передвижными сейсмостанциями.

Методы исследования строения среды активно используются в нефтяной отрасли как мето-
ды мониторинга эволюции аномальной зоны (месторождения при разработке). Для стимуляции
растворенных рудных и нефтяных месторождений применяются управляемые вибрационные
воздействия, которые позволяют изменить фильтрационные потоки в поронасыщенных средах
и, как следствие, вызвать гидрогеологические эффекты в неглубоко залегающих водоносных
горизонтах [11].
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Для определения возможностей методов активной сейсмологии при мониторинге геоди-
намических процессов сейсмоактивных зон рассматриваются, в том числе задачи оценки
чувствительности методов, т.е. связи вариаций параметров вибросейсмического волнового
поля с вариациями параметров среды во внутренних областях (областях дилатансии) [1] для
гармонических источников.

Решения такого рода задач в общей постановке представляет значительные трудности.
В [1] приведен один из методов оценки чувствительности метода активного мониторинга с
гармоническим сигналом, имеющим постоянные характеристики (частоту, амплитуду и фазу).

В настоящей работе представлены более общие постановки задач, моделирующих эту
проблему, а также предложены подходы к их решению.

1. Одна модель оценки чувствительности метода мониторинга с гармоническим
сигналом

Рассматривается задача исследования волнового поля, установившегося в среде в результате
продолжительного излучения поверхностным вибратором с заданными параметрами. Для
гармонических колебаний зависимость от времени может быть представлена, например, как
cos (φ (x)− ωt), x = (x, y, z), что при использовании комплексной формы записи для всех
заданных и неизвестных функций задачи позволяет ввести обозначения

g (x, t) = g1 (x) cos (φ (x)− ωt) = g1 (x)Re
[
ei(φ(x)−ωt)

]
= g̃ (x)Re

[
e−iωt

]
.

Здесь g̃ (x) — комплексная амплитуда величины g (x, t). Далее временной множитель e−iωt и
символ «˜» опущены, изложение ведется для комплексных амплитуд.

Используется модель «земная кора – мантия» в виде пакета N упругих слоев на деформи-
руемом полупространстве. Рассматриваются колебания упругой среды в декартовой системе
координат, где горизонтальная плоскость x1Ox2 совпадает с поверхностью, а ось Ox3 направ-
лена по нормали вверх. Свойства слоев и полупространства характеризуются плотностями
ρj

(
j = 1, N

)
, ρN+1 соответственно и скоростями продольных c1j , c1N+1 и поперечных c2j ,

c2N+1 волн, последние для изотропных сред выражаются через упругие модули Ляме λj , µj(
j = 1, N + 1

)
в виде

c1j =

√
λj + 2µj

ρj
, c2j =

√
µj

ρj
.

Уравнения движения для слоев (−hj ⩽ z ⩽ −hj−1, −∞ < x, y < +∞), h0 = 0, и полупро-
странства (z ⩽ −hN , −∞ < x, y < +∞) имеют вид

Ljuj ≡ (λj + µj)∇ divuj + µj∆uj + ω2ρjuj = 0, (1.1)

где uj (x, y, z) = {uj , vj , wj}, j = 1, N + 1.
Пусть начало координат совмещено с точкой приложения гармонической нагрузки, тогда в

предположении отсутствия касательных напряжений условия на поверхности среды можно
записать в виде

τ11|z=0 = 0, τ12|z=0 = 0, τ13|z=0 = qδ (x, y) , (1.2)

где

τ11 ≡ τxz1 = µ1

(
∂u1

∂z
+

∂w1

∂x

)
, τ12 ≡ τyz1 = µ1

(
∂v1
∂z

+
∂w1

∂y

)
, τ13 ≡ σz1 = λ1 divu1+2µ1

∂w1

∂z
.

На границах слоев, а также на границе слой – полупространство задаются условия непре-
рывности перемещений и напряжений

uj |z=−hj
= uj+1|z=−hj

, τ j |z=−hj
= τ j+1|z=−hj

, j = 1, N. (1.3)
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Для упругого полупространства

uN+1 → 0 при
√
x2 + y2 + z2 → ∞. (1.4)

Замыкают постановку задачи условия излучения, вытекающие из принципа предельного
поглощения [12].

Пусть в слое с номером k существует дилатансная зона Ωk, эволюцию состояния которой
нужно отслеживать. Перестройка структуры в зоне дилатансии приводит к тому, что скорости
сейсмических волн изменяются, получив некоторые вариации — c1k + δc1k, c2k + δc2k, что
приводит к трансформации волновых полей в uj + δuj . Для искажений волновых полей
δuj = {uj , vj , wj}, j = 1, N + 1, обусловленных изменениями скоростей сейсмических волн
δc1k, δc2k в этой области k -го слоя (x, y, z) ∈ Ωk, уравнения и граничные условия (с точностью
до членов второго порядка) будут иметь вид

Lkδuk = −Mkδuk, (1.5)

Ljδuj = 0, j ̸= k

где Mkuk = 2ρk (c1kδc1k − c2kδc2k)∇ divuk+2c2kδc2kρk∆uk и δc1k, δc1k отличны от нуля лишь
при (x, y, z) ∈ Ωk;

δτ11|z=0 = 0, δτ12|z=0 = 0, δτ13|z=0 = 0, (1.6)

где

δτ11 = µ1

(
∂δu1

∂z
+

∂δw1

∂x

)
, δτ12 = µ1

(
∂δv1
∂z

+
∂δw1

∂y

)
,

δτ13 = λ1 div δu1 + 2µ1
∂δw1

∂z
;

δuj |z=−hj
= δuj+1|z=−hj

, δτ 1|z=−h = δτ 2|z=−h ; (1.7)

δuN+1 → 0 при
√

x2 + y2 + z2 → ∞. (1.8)

Таким образом, появляющиеся при возникновении изменений скоростей сесмических волн
в некоторой области искажения волновых полей описываются задачей (1.5)–(1.8). Функция
объемного источника в правой части первого уравнения (1.5) определяется полученным
решением невозмущенной задачи (1.1)–(1.4) для поверхностного сосредоточенного источника.

В [1] приведено решение задачи для начального поля в лучевом приближении для модели,
описываемой волновым уравнением. Представленная выше задача (1.1)–(1.4) может быть
решена с помощью интегрального подхода или метода блочного элемента. Решение (1.1)–(1.4),
необходимое для построения решения (1.5)–(1.8), имеет вид

u (x, y, z) =
1

4π2

∫
σ1

∫
σ2

U (α, β, z) exp [−i (αx+ βy)] dα dβ,

U (α, β, z) = KN+1 (α, β, ω, z)Q,

где KN+1 (α, β, ω, z) — символ матрицы Грина слоистого полупространства, U (α, β, z) =
= V2u (x, y, z) — двукратное преобразование Фурье вектора перемещений, Q = {0, 0, q}.

Алгоритмы вычисления элементов матрицы K для слоистых структур приведены в [13–20],
в том числе анизотропных [17,19] и имеющих нарушения сплошности межслойного контакта [16,
17,20].

Решение задачи (1.5)–(1.8) может быть построено с учетом наличия локализованного
объемного источника в k -ом слое по алгоритму, представленному в [21].
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2. Один подход к моделированию зоны дилатансии на основе теории вирусов
вибропрочности

Если помимо воздействия поверхностной локализованной гармонической нагрузки в плоско-
стях раздела слоев содержатся плоские неоднородности типа жестких включений, занимающие
односвязные области Ωj , тогда граничные условия (1.3) запишутся в следующем виде:

uj |z=−hj
= uj+1|z=−hj

, τ j |z=−hj
= τ j+1|z=−hj

, j = 1, N, (x, y) /∈ Ωj , (2.1)

В областях дефектов разрывы напряжений описывают векторы нагрузок

qj (x, y) = τ j |z=−hj
− τ j+1|z=−hj

, (x, y) ∈ Ωj . (2.2)

Образы Фурье компонент вектора перемещений в j -ом слое можно представить в виде

Ukj (α, β, z) =

3∑
l=1

N∑
m=0

Kjm
kl (α, β, z)Qlm (α, β) , −hj+1 ⩽ z ⩽ −hj . (2.3)

Здесь U1j = V2uj , U2j = V2vj , U3j = V2wj ,

Q0 ≡ Q, Qm =

∫∫
Ωm

qm (x, y) ei(αx+βy) dxdy.

Алгоритмы для построения матриц Грина слоистых структур с нарушениями межслойного
контакта представлены в [16,17,20].

К дилатансной зоне относят множество точек среды, в которых при известном поле напря-
жений выполняется условие вида [7]

Dτ ≡ τ − γ (P + ρgz)− Y ⩾ 0, (2.4)

где использованы обозначения: γ — коэффициент внутреннего трения (∼ 0,5); P = − 1
3

(
σxx +

+ σyy + σzz

)
— гидростатическое давление; ρ – плотность среды; g — ускорение свободного

падения; z ⩽ 0 — вертикальная координата точки; Y — сцепление породы (∼ 3,106 Па); τ —
интенсивность касательных напряжений,

τ =

√
3

2

[
(σxx − σyy)

2
+ (σyy − σzz)

2
+ (σzz − σxx)

2
+ 6

(
τ2xy + τ2xz + τ2yz

)] 1
2

.

В области, где Dτ ⩾ 0 касательные напряжения доминируют над сжимающими, условие
(2.4) совпадает с критерием Шлейхера–Надаи, который удовлетворительно описывает начало
процесса разрушения горных пород [7].

Компоненты тензора напряжений могут быть выражены через перемещения, соответственно,
их трансформатны Фурье — через образы перемещений (2.3):

V2σj
xx ≡ T j

11 = −iα (λj + 2µj)U1j − iλjβU2j + λjU
′
3j ,

V2τ jxy ≡ T j
12 = −iµj (αU2j + βU1j) ,

V2τ jxz ≡ T j
13 = µj

(
U ′
1j − iαU3j

)
,

V2σj
yy ≡ T j

22 = −iβ (λj + 2µj)U2j − iλjαU1j + λjU
′
3j ,

V2τ jyz = T j
23 = µ1

(
U ′
2j − iβU3j

)
,

V2σj
zz ≡ T j

33 = −iλj (αU1j + βU2j) + (λj + 2µj)U
′
3j .

(2.5)

Для вычисления Dτ (2.4) в области выбранного слоя с номером j необходимо найти обра-
щения Фурье девяти выражений, входящих в представления (2.5), что требует существенных
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вычислительных затрат даже для рассмотренной модели изотропной слоистой среды. Ана-
лиз дилатансных образований в условиях статического нагружения позволяет вычислять
интегралы по вещественным контурам.

В качестве областей занятых дефектами в одной плоскости можно также рассматривать
объединения односвязных областей Ωj ∈

⋃Nj

p=1 Ωjp. Тогда

Qm =

Nm∑
p=1

∫∫
Ωpm

qmp (x, y) e
i(αx+βy) dxdy, m = 1, N.

Заключение

Описание геофизических процессов в сейсмоопасных регионах является на сегодняшний
день одной из приоритетных задач. Интенсивное развитие методов управляемой активной сей-
смологии, нацеленных на изучение внутренней структуры Земли, требует развития механико-
математических моделей.

С использованием модели «земная кора –мантия» в виде пакета упругих слоев на дефор-
мируемом полупространстве описаны постановки задач оценки связи вариаций параметров
вибросейсмического волнового поля с вариациями параметров среды в области очаговой
дилатансии для гармонического источника.

Обсерваторские наблюдения подтверждают, что мелкофокусные землетрясения реализуют-
ся через разрушение горных пород, начиная с разрушения отдельностей в очаговой зоне [22].
В работе приведено теоретическое рассмотрение задачи определения показателя дилатан-
сии, связанной с наличием в среде «вируса вибропрочности», формирующего динамическую
структуру.
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