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Аннотация. В работе на основе вариационного подхода приведены алгоритмы и подходы при решении
задач идентификации входных параметров численного моделирования переноса примеси. Построены
алгоритмы идентификации начального поля концентрации, коэффициентов модели. Предложен
алгоритм поиска местоположения источника загрязнения. Построен модифицированный алгоритм,
основанный на методе оценки, имеющий преимущества при определенных условиях. На основе метода
линеаризации в случае поиска некоторых постоянных величин возможна реализация соответствующего
упрощенного алгоритма.
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Abstract. Due to the constant development of technical capabilities for obtaining information (including
from satellites) about the state of the ocean and seas, the development of modern methods of mathematical
modeling of water circulation, it is necessary to create and apply reliable algorithms for assimilation of such
information in dynamic models. One of the approaches to solving such a problem is a method based on
variational principles, solving conjugate problems and iterative search for the minimum of the prediction
quality functional. The model parameters found in this case allow us to obtain a solution that is best
consistent with the measurements due to the minimization of the functional. The use of the solution
of the conjugate problem (at each iteration of the only one) when constructing gradients in the parameter
space, as well as the convexity of the functional, makes it possible to reliably identify the input parameters
of the model. Such parameters in the problem of passive impurity transfer can be the initial concentration
fields, the flows of matter at the bottom and surface, the power of point sources, the sedimentation
rate of particles, turbulent diffusion coefficients and velocity fields. Algorithms for solving the problems
of identification of the input parameters of the impurity transfer model are constructed using the variational
approach. Algorithms for identifying the initial concentration field and the coefficients of the model are
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given. An algorithm for identifying the location of the pollution source is proposed. A modified assimilation
algorithm based on the evaluation method is proposed, which has advantages over the standard approach
under certain conditions. Based on the linearization method, in the case of searching for some constants, it
is possible to implement the corresponding modified algorithm. The results can be used to identify the
input parameters of a numerical impurity transfer model based on measurement data.
Keywords: variational approach, parameter identification, adjoint problem, data assimilation.
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Основы вариационного подхода ассимиляции данных измерений заложены в работах [1–4]
и в монографической литературе [5–9]. Интересную трансформацию прошло применение
сопряженных уравнений в вычислительной математике. Изначально аппарат сопряженных
уравнений применялся при определении понятия «ценности нейтронов» при расчете ядер-
ных реакторов. Впоследствии этот формализм получил широкое применение в метеороло-
гии [1–4,10–12], а в дальнейшем и при решении океанологических задач [13–26]. Достаточно
полный обзор по данной тематике представлен в работе [27]. В связи с интенсивным развитием
технических возможностей получения информации (в том числе со спутников) о состоянии
океана и морей, развитием методов математического моделирования циркуляции вод требуется
создание и применение надежных алгоритмов ассимиляции такой информации в динамиче-
ских моделях. Одним из подходов к решению такой задачи является метод, основанный на
вариационных принципах, решении сопряженных задач и итерационном поиске минимума
функционала качества прогноза. Найденные при этом параметры модели позволяют получать
решение, наилучшим образом согласованное с измерениями в силу минимизации функционала.
При реализации такого подхода в случае нелинейных ограничений, накладываемых моделью,
требуется производить линеаризацию на некотором интервале времени. В случае линейных
ограничений, например, при решении задач переноса пассивной примеси, таких проблем
поиска глобального минимума нет из-за выпуклой структуры функционала качества и ли-
нейности ограничений, которые не меняют выпуклость общего функционала. Использование
решения сопряженной задачи (на каждой итерации единственного) при построении гради-
ентов в пространстве параметров, а также выпуклость функционала позволяют корректно
идентифицировать параметры модели. Такими параметрами в задаче переноса пассивной
примеси могут быть начальные поля концентрации, потоки вещества на дне и поверхности,
мощность точечных источников, скорость седиментации частиц, коэффициенты турбулентной
диффузии и поля скорости.

1. Модель переноса примеси

Рассмотрим модель [28] переноса пассивной примеси в σ-координатах
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с условиями на боковых границах

Γ :
∂C

∂n
= 0, (1.2)
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краевыми условиями на поверхности и на дне

σ = 0 :
∂C

∂σ
= Q, Q = QSδ (t− 0) δ (x− x0) δ (y − y0)

σ = −1 :
∂C

∂σ
= QB(x, y, σ),

(1.3)

и начальными данными
C (x, y, σ, 0) = C0 (x, y, σ) , (1.4)

где t — время; x0, y0 — координаты точечного источника; C — концентрация примеси; Q(t) —
точечный источник переменной по времени мощности; QB — мощность источника на дне;
WS — скорость седиментации примеси; U , V , W — компоненты поля скорости; AH и K —
коэффициенты горизонтальной и вертикальной турбулентной диффузии соответственно; H —
глубина, n — нормаль к боковой границе. Будем считать, что точечный источник находится
на поверхности моря. При задании источника на дне и на боковой границе задача решается
аналогично.

При проведения соответствующих выкладок использовался аналог уравнения неразрывно-
сти в σ-координатах

∂D

∂t
+

∂DU

∂x
+

∂DV

∂y
+

∂W

∂σ
= 0. (1.5)

2. Вариационный алгоритм идентификации

В работах [29–35] на основе вариационного метода решен ряд задач по идентификации вход-
ных параметров численного моделирования переноса примеси. Рассмотрим математическую
сторону их реализации. Пусть данные измерений поступают в моменты времени tm ∈ [0, T ], то-
гда задача ассимиляции данных измерений Cизм

tm состоит в нахождении экстремума выпуклого
квадратичного функционала
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1

2
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P
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))
Mt

, (2.1)

где M — область интегрирования модели на интервале времени [0, T ], R — оператор проекти-
рования в точки наблюдений, P — оператор расширения нулями функций невязок заданных
на множестве точек измерений, а скалярное произведение определяется стандартным способом.
Минимизация (2.1) со связями, накладываемыми моделью (1.1)–(1.3), эквивалентна поиску
минимума выпуклого функционала
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, (2.2)

где Mt = M × [0, T ], S0
t = S0 × [0, T ], SH

t = SH × [0, T ], SH — дно, а S0 — поверхность моря.

Интегрируя вариацию функционала (2.2) по частям с учетом аналога уравнения неразрыв-
ности в σ-координатах (1.5) и краевых условий, можно получить вариации функционала по
отношению к различным параметрам модели переноса.
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Из определения стационарности функционала по отношению к вариациям тех или иных
параметров [29,30,33–35] и определения градиента имеем

∇QS(t)I = C∗ (x0, y0, 0, t) , ∇C0I = C∗ (x, y, σ, 0) ,

∇WS
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∫
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dxdy dz dt,

. (2.3)

где C∗ — множители Лагранжа являются решением сопряженной задачи
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Γ :
∂C∗

∂n
= 0, σ = 0 :

∂C∗

∂σ
= 0, σ = −1 :

∂C∗

∂σ
= 0, (2.5)

t = T : C∗ = 0. (2.6)
Например, при определении скорости седиментации примеси [34] значение параметра ищется
итерационно

Wn+1
S = Wn

S + τ∇WS
I, (2.7)

где τ — итерационный параметр, который находится из соотношения

τ =

(
P
(
RCtm − Cизм

tm

)
, PRδCtm

)
Mt

(PRδCtm , PRδCtm)Mt

, (2.8)

где δC — решение соответствующей задачи в вариациях. Аналогично строится итерационный
процесс для идентификации других параметров численного моделирования

Алгоритм определения параметров в целом состоит в следующем:
– при интегрировании модели (1.1)–(1.4) запоминаются невязки прогноза для моментов

времени tm ∈ [0, T ];
– решается сопряженная задача (2.4)–(2.6) и строятся соответствующие градиенты функци-

онала (2.3) в зависимости от поставленной задачи;
– интегрируется задача в вариациях;
– находится итерационный параметр τ ;
– осуществляется итерационный спуск в пространстве параметров для минимизации функ-

ционала (2.2).

3. Метод оценки и алгоритм идентификации местоположения источника

Умножая (1.1)–(1.4) на C∗ и интегрируя по частям с учетом краевых условий и анало-
га уравнения неразрывности (1.5) в σ-координатах, выбирая C∗ как решение следующей
сопряженной задачи
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Γ :
∂C∗

∂n
= 0, σ = 0 :

∂C∗

∂σ
= g, σ = −1 :

∂C∗

∂σ
= 0, (3.2)

t = T : C∗ = 0, (3.3)

получим ∫
S

QC∗ dS =

∫
S

Cg dS, (3.4)

где S — поверхность моря, g = δ (t− tm) δ (x− xn) δ (y − yn), n = 1, . . . , N , N — общее количе-
ство точек измерений. Учитывая представления для Q и g из формулы (3.4) имеем

QSC
m
n

∗ (0, x0, y0, 0) = C (tm, xn, yn, 0) , n = 1, . . . , N. (3.5)

Для нахождения координат источника [32] загрязнения, необходимо решить N сопряженных
задач (3.1)–(3.3). Тогда можно определить некоторую область Ω = ∩Ln, n = 1, . . . , N , где
Ln — области существенных значений C∗

n. Также при идентификации пятна загрязнения
полезна априорная информация об этой области. Задание точек (xi, yi) на границе пятна
загрязнения, позволяет найти область Ω, а значения концентрации в областях максимальных
значений улучшает обусловленность решаемой задачи. Таким образом, по информации N
измерений (для различных моментов времени tm) строится система из N уравнений. Значения
QS определяются из системы (3.5) на основе метода вариационной фильтрации [36], который
успешно применяется при решении аналогичных задач. Для переопределенной системы (3.5)
в случае наличия ошибок измерений необходима фильтрация данных с учетом всей инфор-
мации, имеющейся в N уравнениях. В результате работы такой процедуры уравнения новой
системы сортируются по рангу. В итоге в верхних строках системы оказываются уравнения
с наилучшей информативностью.

4. Модификация вариационного метода ассимиляции данных измерений

Данные измерений имеются чаще всего не во всех узлах области, поэтому необходимое
количество сопряженных задач для формулы оценки уменьшается вследствие того, что оценка
значений поля концентрации производится только в точках измерений. Для того чтобы найти
концентрацию C̄, требуется решить k сопряженных задач, где k — количество точек измерений.
По этим же решениям сопряженных задач оценивается и решение задачи в вариациях. Таким
образом, вместо решения основной задачи и задачи в вариациях производится оценка полей,
а для построения градиентов интегрируется соответствующая сопряженная задача на каждой
итерации.

При численной реализации вариационного алгоритма идентификации основное время
счета занимает решение основной, сопряженной задач и задачи в вариациях. Пусть tp —
процессорное время интегрирования модели на [0, T ], тогда суммарное время реализации
стандартного алгоритма идентификации ts = 3Jtp, где J — число итераций, необходимое
для достижения минимума функционала. При реализации модифицированного алгоритма
общее время счета tm = tp (J + k/R), где k — количество данных измерений, а R — количество
используемых процессоров. Для того чтобы tm было меньше ts, необходимо выполнение
следующего условия:

R >
k

2J
.

Применение модифицированного [31] вариационного алгоритма ассимиляции позволяет
осуществлять поиск оптимальных входных параметров моделирования с использованием
многопроцессорной вычислительной техники, что улучшает оперативность оценки полей
загрязняющих веществ.
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5. Метод линеаризации

В случае, когда параметр подлежащий идентификации — константа процедура его иденти-
фикации существенно упрощается. Задаче (1.1)–(1.4) в случае идентификации QS поставим
в соответствие следующую задачу в вариациях:

∂D δC
δQS

∂t
+

∂DU δC
δQS

∂x
+

∂DV δC
δQS

∂y
+

∂W δC
δQS

∂σ
=

=
∂

∂x
AH

∂D δC
δQS

∂x
+

∂

∂y
AH

∂D δC
δQS

∂y
+

∂

∂σ

K

D

∂ δC
δQS

∂σ
(5.1)

с условиями на боковых границах

Γ :
∂ δC

δQS

∂n
= 0, (5.2)

краевыми условиями на поверхности и на дне

σ = 0 :
∂ δC

δQS

∂σ
= δ (t− 0) δ (x− x0) δ (y − y0)

σ = −1 :
∂ δC

δQS

∂σ
= 0,

(5.3)

и начальными данными
δC

δQS
(0, x, y, σ) = 0. (5.4)

Будем считать, что

C = C̃ +
δC
δQS

(QS −Qист) , (5.5)

где C̃ — некоторая первоначальная оценка концентрации.
Тогда функционал (2.1) можно записать в виде

I0 =
1

2

[
P

(
R(C̃ +

δC

δQS
(QS −Qист))− Cизм

tm

)
, P

(
R(C̃ +

δC

δQS
(QS −Qист))− Cизм

tm

)]
Mt

. (5.6)

Откуда из условия стационарности можно получить формулу для оценки искомого параметра
в следующем виде:

Qист = QS +

(
P
(
RC̃ − Cизм

tm

)
, PR δC

δQS

)
Mt(

PR δC
δQS

, PR δC
δQS

)
Mt

. (5.7)

Аналогично решается задача при определении других неизвестных параметров модели по
данным измерений. Например, в работе [37] такой подход применен для идентификации
мощности заглубленного источника загрязнения.

Заключение

На основе вариационного подхода к задаче ассимиляции данных измерений построены
алгоритмы и процедуры идентификации различных входных параметров модели переноса
пассивной примеси за счет ассимиляции данных измерений. Процедуры используют решения
соответствующих сопряженных задач при организации итерационного процесса поиска опти-
мальных параметров и определении координат возможных источников загрязнения. В случае
небольшого количества данных измерений определенными преимуществами обладает мо-
дифицированный алгоритм ассимиляции. При определении параметров, которые являются
постоянными, возможно применение метода линеаризации. В целом представленные алгорит-
мы реализованы при решении различных задач, в том числе при ассимиляции спутниковой
информации.
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