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Аннотация. Рассматривается краевая задача для нелинейного функционально-дифференциального
уравнения дробного порядка. С помощью принципа Лере–Шаудера доказано существование поло-
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Dα
0+x(t) + f (t, (Tx) (t)) = 0, 0 < t < 1, α ∈ (2, 3],

x(0) = x′(0) = 0,
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Введение

Дробные дифференциальные уравнения представляют большой интерес. Это вызвано как
интенсивным развитием самой теории дробного исчисления, так и приложений. Например,
они возникают в реологии, динамических процессах в самоподобных и пористых структу-
рах, при изучении деформационно-прочностных свойств полимерных материалов, потоках
жидкости, электрических сетях, химической физики вязкоупругости и многих других об-
ластях науки. В последнее время появились работы, посвященные существованию решений
дробных дифференциальных уравнений с использованием методов нелинейного анализа (тео-
ремы о неподвижной точке, теория Лерэ–Шаудера, метод разложения Адомиана — Adomian
Decomposition Method (ADM) и др.) [1–4]. Особенно большое внимание привлекли краевые
задачи для дробных дифференциальных уравнений [5–12]. Как известно, задача решения
краевых задач имеет первостепенное значение в различных областях прикладной математики.
В последнее время, кажется, появился новый интерес к исследованию краевых задач для
дробных дифференциальных уравнений.

Несмотря на бурное развитие теории дробно-дифференциальных уравнений отметим, что
статей, в которых подробно рассматривались бы краевые задачи для нелинейных функцио-
нально-дифференциальных уравнений дробного порядка, сравнительно мало. В настоящей
статье предпринята попытка в определенной степени восполнить этот пробел. С помощью
специальных топологических средств нелинейного анализа в полуупорядоченных простран-
ствах получены достаточные условия существования по крайней мере одного положительного
решения краевой задачи для одного нелинейного функционально-дифференциального урав-
нения дробного порядка. В заключение приведен нетривиальный пример, иллюстрирующий
полученные результаты. Среди последних исследований автора можно выделить, например,
работы [13,14].

1. Постановка задачи и основные результаты

Обозначим через C пространство непрерывных функций на [0, 1] — C[0, 1], Lp (1 < p < ∞) —
пространство Lp(0, 1) и W3 — пространство вещественных функций, определенных на [0, 1] со
второй абсолютно непрерывной производной.

Рассмотрим краевую задачу

Dα
0+x(t) + f (t, (Tx) (t)) = 0, 0 < t < 1, (1.1)

x(0) = x′(0) = 0, (1.2)
x(1) = 0, (1.3)

где α ∈ (2, 3] — некоторое действительное число, Dα
0+ — дробная производная Римана–Лиувилля,

T : C → Lp (1 < p < ∞) — линейный положительный непрерывный оператор, функция f(t, u)
неотрицательна, монотонно возрастает по второму аргументу и удовлетворяет условию Ка-
ратеодори (т.е. f(t, u) измерима по t при всех u ⩾ 0 и непрерывна по u при почти всех
t[0, 1]).

Рассмотрим эквивалентное задаче (1.1)–(1.3) интегральное уравнение

x(t) =

1∫
0

G(t, s)f (s, (Tx) (s)) ds, 0 ⩽ t ⩽ 1, (1.4)

где G(t, s)— функция Грина оператора −Dα
0+x(t) с краевыми условиями (1.2), (1.3):

G(t, s) =


tα−1(1− s)α−1 − (t− s)α−1

Γ(α)
, если 0 ⩽ s ⩽ t,

tα−1(1− s)α−1

Γ(α)
, если t ⩽ s ⩽ 1.
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В дальнейшем нам понадобится следующее утверждение:

Лемма. [15] Ядро G(t, s) обладает свойствами
1. G(t, s) > 0, (t, s) ∈ [0, 1]× (0, 1);
2. G(t, s) = G(1− s,1− t), (t, s) ∈ [0, 1]× (0, 1);

3.
h(t)h(1− s)

Γ(α)
⩽ G(t, s) ⩽

(α− 1)h(t)

Γ(α)
, (t, s) ∈ [0, 1]× [0, 1], где h(t) = tα−1(1− t);

4.
h(t)h(1− s)

Γ(α)
⩽ G(t, s) ⩽

(α− 1)h(1− s)

Γ(α)
, (t, s) ∈ [0, 1]× [0, 1].

Определение 1. Функцию β1 ∈ C будем называть нижним решением задачи (1.1)–(1.3),
если она удовлетворяет условиям

−Dα
0+β1(t) ⩽ f (t, (Tβ1) (t)) , 0 < t < 1,

β1(0) ⩽ 0, β′
1(0) ⩽ 0, β1(1) ⩽ 0.

Определение 2. Функцию β2 ∈ C будем называть верхним решением задачи (1.1)–(1.3), если
она удовлетворяет условиям

−Dα
0+β2(t) ⩾ f (t, (Tβ2) (t)) , 0 < t < 1,

β2(0) ⩾ 0, β′
2(0) ⩾ 0, β2(1) ⩾ 0.

Определение 3. Под положительным решением задачи (1.1)–(1.3) будем подразумевать
функцию x ∈ W3, положительную в интервале (0, 1), удовлетворяющую на указанном интер-
вале уравнению (1.1) и граничным условиям (1.2), (1.3).

Предположим, что функция f(t, u) при t ∈ [0, 1] и любых неотрицательных u удовлетворяет
условию

f(t, u) ⩽ a(t) + bup/q, (1.5)

где a ∈ Lq, b > 0, 1 < q < ∞.
Запишем уравнение (1.4) в операторном виде

x = GNTx,

где N : Lp → Lq — оператор Немыцкого, G : Lq → C — оператор, определяемый функций
Грина G(t, s).

Несложно проверить, что оператор A, определенный равенством

(Ax)(t) =

1∫
0

G(t, s)f (s, (Tx) (s)) ds, 0 ⩽ t ⩽ 1,

действует в пространстве неотрицательных непрерывных функций и монотонен.

Теорема. Предположим, что выполнено неравенство (1.5), а также следующие условия:

1. 1 < p < q < ∞;

2. f(t, λu) ⩾ λ
p
q f(t, u), (t, u) ∈ [0, 1]× [0,∞), ∀λ ∈ [0, 1];

3. 0 < min

1,
1

Γ(α)

1∫
0

h(1− s)f(s, (Th)(s)) ds

 ⩽ max

1,
α− 1

Γ(α)

1∫
0

(
a(s) + b(Th)

p
q (s)

)
ds

.

Тогда существует по крайней мере одно положительное решение краевой задачи (1.1)–(1.3).
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Доказательство. Решение задачи (1.1)–(1.3) совпадает с неподвижной точкой оператора A,
поэтому достаточно показать существование неподвижной точки оператора A.

Обозначим через a1 и a2 соответственно левые и правые части неравенства условия 3 теоре-
мы и покажем вначале, что функции β1(t) = λ1g(t) и β2(t) = λ2g(t) являются соответственно
нижним и верхним решениями задачи (1.1)–(1.3), где

0 < λ1 ⩽ min

{
1

a2
, a

p
q−p

1

}
, λ2 ⩾ max

{
1

a1
, a

p
q−p

2

}
и

g(t) =

1∫
0

G(t, s)f (s, (Th) (s)) ds.

Легко видеть, что g(t) является положительным решением задачи

Dα
0+g(t) + f (t, (Th) (t)) = 0, 0 < t < 1,

g(0) = g′(0) = 0,

g(1) = 0.

В силу (1.5) и свойства 3 леммы 1 имеем

1∫
0

G(t, s)f (s, (Th) (s)) ds ⩽ h(t)
α− 1

Γ(α)

1∫
0

(
a(s) + b (Th)

p
q (s)

)
ds.

С другой стороны ввиду свойства 3 леммы имеем

1∫
0

G(t, s)f(s, (Th)(s)) ds ⩾ h(t)
1

Γ(α)

1∫
0

h(1− s)f(s, (Th)(s)) ds.

Объединив последние неравенства, окончательно получим

a1h(t) ⩽ g(t) ⩽ a2h(t), 0 < t < 1,

где числа a1 и a2 определены выше.
В силу линейности оператора T это неравенство равносильно

a1(Th)(t) ⩽ (Tg)(t) ⩽ a2(Th)(t), 0 < t < 1.

Отсюда следует, что

λ1a1 ⩽
(Tβ1) (t)

(Th)(t)
⩽ λ1a2 ⩽ 1,

1

λ2a2
⩽

(Th)(t)

(Tβ2) (t)
⩽

1

λ2a1
⩽ 1.

Таким образом, имеем

f(t, (Tβ1) (t)) = f

(
t,
(Tβ1) (t)

(Th)(t)
(Th)(t)

)
⩾

(
(Tβ1) (t)

(Th)(t)

) p
q

f (t, (Th) (t)) ⩾

⩾ (λ1a1)
p
q f (t, (Th) (t)) ⩾ λ1f (t, (Th) (t)) ,

λ2f (t, (Th) (t)) = λ2f

(
t,

(Th)(t)

(Tβ2) (t)
(Tβ2) (t)

)
⩾

⩾ λ2

(
(Th)(t)

(Tβ2) (t)

) p
q

f (t, (Tβ2) (t)) ⩾ λ2 (λ2a2)
− p

q f (t, (Tβ2) (t)) ⩾ f (t, (Tβ2) (t)) .
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Итак,
−Dα

0+β1(t) = λ1f (t, (Th) (t)) ⩽ f (t, (Tβ1) (t)) , 0 < t < 1,

−Dα
0+β2(t) = λ2f (t, (Th) (t)) ⩾ f (t, (Tβ2) (t)) , 0 < t < 1.

Очевидно, β1(t) = λ1g(t) и β2(t) = λ2g(t) удовлетворяют краевым условиям (1.2)–(1.3) и,
следовательно, являются нижним и верхним решениями задачи (1.1)–(1.3) соответственно.

Далее покажем, что краевая задача

Dα
0+x(t) + ρ (t, (Tx) (t)) = 0, 0 < t < 1, (1.6)

x(0) = x′(0) = 0, (1.7)
x(1) = 0 (1.8)

где

ρ (t, (Tx) (t)) =


f (t, (Tβ1) (t)) , если x(t) ⩽ β1(t),
f (t, (Tx) (t)) , если β1(t) ⩽ x(t) ⩽ β2(t),
f (t, (Tβ2) (t)) , если β2(t) ⩽ x(t)

имеет решение.
Определим оператор Ã : C −→ C следующим образом:

(Ãx)(t) =

1∫
0

G(t, s)ρ (s, (Tx) (s)) ds, 0 ⩽ t ⩽ 1.

Очевидно, Ã непрерывен в C.
Из монотонности функции f(t, u) по u следует, что

f (t, (Tβ1) (t)) ⩽ ρ (t, (Tx) (t)) ⩽ f (t, (Tβ2) (t)) , t ∈ [0, 1].

С помощью теоремы Арцела-Асколи несложно показать, что оператор Ã вполне непрерывен.
Таким образом, на основании принципа Лере–Шаудера Ã имеет неподвижную точку, т.е.
краевая задача (1.6)–(1.8) имеет решение.

Наконец, докажем что задача (1.6)–(1.8) имеет положительное решение.
Предположим, что x∗(t) — положительное решение задачи (1.6)–(1.8). Ввиду монотонности

f(t, u) по второму аргументу имеем

f (t, (Tβ1) (t)) ⩽ ρ (t, (Tx∗) (t)) ⩽ f (t, (Tβ2) (t)) , t ∈ [0, 1].

Следовательно,

−Dα
0+z(t) ⩾ f (t, (Tβ2) (t))− ρ (t, (Tx∗) (t)) ⩾ 0, 0 < t < 1,

z(0) = z′(0) = 0,

z(1) = 0,

где z(t) = β2(t) − x∗(t). Легко видеть, что z(t) ⩾ 0, т.е. x∗(t) ⩽ β2(t), t ∈ [0, 1]. Аналогично,
β1(t) ⩽ x∗(t), t ∈ [0, 1]. Следовательно, x∗ — положительное решение краевой задачи (1.1)–
(1.3).

В заключение приведем простой пример, иллюстрирующий выполнение условий Теоремы.
Пример. Рассмотрим краевую задачу для интегро-дифференциального уравнения

D
5/2
0+ x(t) + t+

√√√√√ 1∫
0

x(s) ds = 0, 0 < t < 1, (1.9)

x(0) = x′(0) = x(1) = 0. (1.10)
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Здесь, очевидно, α = 5/2, p/q = 1/2 и f(t, u) = t + u
1
2 . Проверим выполнение условия 2

Теоремы. Действительно, для любых λ ∈ [0, 1] имеем

λ
1
2 f(t, u) = λ

1
2 t+ λ

1
2u

1
2 ⩽ t+ (λu)

1
2 = f(t, λu).

В рассматриваемом примере линейный оператор T : C → Lq определен равенством

(Tx)(t) =

1∫
0

x(s) ds.

В частности,

(Th)(t) =

1∫
0

h(s) ds =

1∫
0

s
3
2 (1− s) ds =

4

35
.

Тогда

1

Γ(α)

1∫
0

h(1− s)f(s, (Th)(s)) ds =
1

Γ(5/2)

1∫
0

s(1−s)3/2
(
s+

2√
35

)
ds =

64

945
√
π
+

32

3
√
42875π

< 1.

Отсюда следует справедливость условия 3. Следовательно, в силу Теоремы краевая задача
(1.9)–(1.10) имеет по меньшей мере одно положительное решение.

Замечание. Методом неопределенных коэффициентов можно показать, что точным решением
задачи (1.9)–(1.10) является функция

x(t) = at3/2 + bt5/2 + ct7/2,

где

a =
4
(
2
√
π
(
3 +

√
9 + 350

√
π
)
+ 75π

)
2625π3/2

, b = −
8
(√

9 + 350
√
π + 3

)
2625π

, c = − 4

35
√
π
.

Соответствующие расчеты коэффициентов произведены в среде Mathcad.

Заключение

В работе рассмотрена двухточечная краевая задача с однородными граничными условиями
для одного нелинейного функционально-дифференциального уравнения дробного порядка.
В условиях монотонного подлинейного роста правой части рассматриваемого уравнения с по-
мощью известного принципа Лере–Шаудера доказано существование, по крайней мере, одного
положительного решения рассматриваемой задачи на конусном отрезке β1(t) ⩽ x(t) ⩽ β2(t),
где β1(t) и β2(t) — соответственно нижнее и верхнее решения.
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