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Аннотация. Рассмотрена задача о вынужденных установившихся колебаниях поперечно неоднород-
ного вязкоупругого слоя. После применения интегрального преобразования Фурье задача сведена
к краевой задаче для канонической системы обыкновенных дифференциальных уравнений, которая
решается методом пристрелки. Затем поле перемещения находится из обратного преобразования
Фурье. Также рассмотрена задача о восстановлении закона распределения механических параметров
по данным о волновом поле на верхней поверхности слоя. Обратная задача сведена к решению
последовательности интегральных уравнений. Для решения интегральных уравнений использован
модифицированный метод Воеводина, применимый в случае комплекснозначных ядра и правой части.
Приведены результаты численных экспериментов для различных законов неоднородности при разных
частотах. Также показано, что предложенный метод может быть применён и для восстановления
вещественного закона неоднородности в чисто упругом случае.
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Abstract. The problem of forced steady vibrations of a transversely inhomogeneous viscoelastic layer is
considered. After the Fourier integral transform applying, the problem is reduced to a boundary value
problem for the canonical system of ordinary differential equations, solved by the shooting method. Then
the displacement field is found using the inverse Fourier transform. The problem of restoring the distribution
law of mechanical parameters from wavefield data on the top surface of the layer is also considered.
The inverse problem is reduced to the sequence of the Fredholm integral equations of the first kind with
the smooth kernel. To solve the integral equations, the modified Voyevodin method, applicable in the case
of complex-valued kernel and right-hand side, is used. The results of numerical experiments for solving
the inverse problem at different oscillations frequencies for various laws of inhomogeneity are presented.
It is also shown that the proposed method can also be used to recover the real parameter distribution law
in the purely elastic case.
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Введение

Проблемы неразрушающего контроля функционально градиентных материалов имеют
множество приложений в различных областях науки. Этим проблемам уделяется внимание во
многих областях исследований [1–3].

Такие задачи часто решаются или в трансформантах Фурье [4, 5], или с помощью сведения
к одномерной задаче, аналогичной обратной коэффициентной задаче для стержня (как это
сделано, например, в [5] и цитируемых там работах).

Существуют и другие подходы к задаче идентификации неоднородных слоистых структур.
В частности, в работах [6–9] и цитируемой там литературе описан подход к восстановлению
скорости волны в неоднородном полупространстве, поле в котором удовлетворяет волновому
уравнению, а скорость волны зависит от вертикальной координаты. Для реконструкции
использовалась информация о поле перемещений в одной точке границы полупространства.
Аналогичная задача для покрытия упругого шара рассмотрена в [10].

В работах [11,12] построены алгоритмы восстановления скорости волн для нестационарного
волнового уравнения в полупространстве и слое, если известно волновое поле в интегральных
трансформантах на границе. Имеется также ряд работ, в которых рассматривается уравнение
установившихся колебаний, исходной информацией служит волновое поле, ищется решение
коэффициентной обратной задачи в заданном классе функций, параметризованных конечным
числом параметров, и задача сводится к минимизации невязки (например, [13]).

Методика идентификации параметров вязкоупругих материалов для трехмерного образца
представлена в [14]. В настоящей работе рассматривается решение обратной задачи опреде-
ления закона распределения комплекснозначного механического параметра вязкоупругого
материала и для ее решения требуется знание данных волнового поля только на конечной
части верхней поверхности слоя (аналогично [15,16]).

1. Постановка задачи

Рассмотрим установившиеся антиплоские колебания вязкоупругого слоя, занимающего
область

S = {(x1, x2) : −∞ < x1 <∞, 0 ⩽ x2 ⩽ h},

где h — толщина слоя. Компоненты поля перемещений имеют вид{
u1 = u2 = 0
u3 = u(x1, x2)e

iωt,

где ω — частота колебаний. Уравнение колебаний слоя в состоянии антиплоской деформации
имеет вид:

σ13,1 + σ23,2 + ρω2u = 0, (1.1)

где ρ = ρ(x2) — плотность слоя, запятая означает производную. Напряжения связаны с пере-
мещениями определяющими соотношениями

σ13 = µu,1, σ23 = µu,2, (1.2)

где µ = µ(x2, ω) — комплекснозначный модуль сдвига.
Нижняя поверхность жёстко защемлена, на верхней действует касательная нагрузка

u|x2=0 = 0, σ23|x2=h = p(x1). (1.3)

Замыкают постановку задачи условия излучения, которые сформулированы на основе прин-
ципа предельного поглощения [17].

Вводим безразмерные величины по формулам

xi = hx̄i, u = hū, µ = µ∗µ̄, ρ = ρ∗ρ̄, σij = µ∗σ̄ij ,

κ2 = ρ∗ω
2h2µ−1

∗ , p(x1) = µ∗p̄(x1).
(1.4)
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Надчёркнутые переменные в формулах (1.4) — безразмерные, µ∗ — характерное значение
функции Reµ(x2,0), ρ∗ — характерное значение плотности. Всюду в дальнейшем надчёркивание
будем опускать.

2. Решение прямой задачи

Для решения задачи (1.1)–(1.3), воспользуемся преобразованием Фурье в виде

ũ(α, x2) =

∞∫
−∞

u(x1, x2)e
iαx1 dx1

Исключая σ̃13, сводим (1.1)–(1.3) к следующей краевой задаче относительно ũ, σ̃23:{
ũ′ = σ̃23µ

−1,
σ̃′
23 =

(
α2µ− ρκ2

)
ũ,

(2.1)
ũ|x2=0 = 0,

σ̃23|x2=1 = p̃(α), p̃(α) =

∞∫
−∞

p(x1)e
iαx1 dx1.

(2.2)

Краевая задача (2.1) легко может быть решена методом пристрелки. Обозначим через U2(α, x2)
и Σ2(α, x2) решение задачи Коши для системы уравнений (2.1) со следующими начальными
условиями:

U2(α, 0) = 0, Σ2(α, 0) = 1 (2.3)

Тогда решение задачи (2.1)–(2.2) в перемещениях принимает вид

u(x1, x2) =
1

2π

∫
σ

p̃(α)
U2(α, x2)

Σ2(α,1)
e−iαx1 dα, (2.4)

где σ — контур интегрирования, обходящий особенности подынтегральной функции в соответ-
ствии с принципом предельного поглощения [17]. Теперь решение задачи (2.1)–(2.2) может
быть найдено как по формуле (2.4) при помощи непосредственного численного интегрирова-
ния, так и при помощи теории вычетов. Доказано [17,18], что особенности подынтегрального
выражения представляют из себя счётное множество полюсов первого порядка ±αn. Полюсы
удовлетворяют уравнению

Σ2(α,1) = 0. (2.5)

Здесь и всюду в дальнейшем считаем, что нагрузка имеет вид силы единичной интенсивности,
сосредоточенной в начале координат, то есть p = δ(x1). В этом случае выражение для волнового
поля u при x1 > 0 принимает вид

u(x1, x2) = i

∞∑
n=0

{
U2(α, x2)

[Σ2(α,1)]
′
α

}∣∣∣∣
α=αn

eiαnx1 . (2.6)

В случае неоднородного слоя, значение выражения [Σ2(α,1)]
′
α может быть найдено из решения

следующей задачи Коши [15]

d

dx2
ũ = σ̃23µ

−1,

d

dx2
σ̃23 =

(
α2µ− ρκ2

)
ũ,

d

dx2
ũ′α = (σ̃23)

′
αµ

−1,

d

dx2
(σ̃23)

′
α = 2αµũ+

(
α2µ− ρκ2

)
ũ′α,

ũ|x2=0 = ũ′α|x2=0 = (σ̃23)
′
α|x2=0 = 0, σ̃23|x2=0 = 1.

(2.7)
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для системы уравнений относительно ũ, σ̃23, ũ′α и (σ̃23)
′
α построенной из системы (2.1) при

помощи дифференцирования по α и добавления полученных уравнений к (2.1). Начальные
условия для построенной системы также построены при помощи дифференцирования на-
чальных условий (2.3). Таким образом, получены начальные условия которые совпадают
с начальными условиями для U2, Σ2, а для ũ′α и (σ̃23)

′
α получены однородные начальные

условия. При этом в качестве [Σ2(α,1)]
′
α берём значение (σ̃23)

′
α, найденное из решения (2.7)

при x2 = 1.

3. Обратная задача

Рассмотрим обратную задачу о восстановлении характеристик. Предположим, что известно
волновое поле на некотором участке верхней границы [c, d] (c > 0)

u(x1,1) = q(x1), x1 ∈ [c, d],

и требуется восстановить закон распределения µ(x2). Такие задачи являются нелинейными
и могут быть решены методом линеаризации [15].

Вводим ε > 0 — формальный малый параметр. Разложим неизвестные функции, а также
функцию µ(x2) в ряд по параметру ε:

µ(x2, κ) = µ0(x2, κ) + εµ1(x2, κ) + · · ·
ũ(α, x2) = ũ0(α, x2) + εũ1(α, x2) + · · ·
σ̃23 = σ̃0(α, x2) + εσ̃1(α, x2) + · · ·

(3.1)

Подставляем разложения (3.1) в (2.1)–(2.2) и собираем слагаемые одного порядка по ε.
При ε0 получаем краевую задачу (2.1)–(2.2) при µ = µ0. Её решение в трансформантах

следующее:

ũ0 =
U20(α, x2)

Σ20(α,1)
, σ̃0 =

Σ20(α, x2)

Σ20(α,1)
.

В последних выражениях U20, Σ20 — решение задачи Коши для уравнений (2.1) при начальных
условиях (2.3) при µ = µ0.

После решения краевой задачи, полученной при ε1, и обращения преобразования Фу-
рье, получаем соотношение, которое может быть истолковано как интегральное уравнение
Фредгольма первого рода с гладким ядром

F (x1) =
1

2π

1∫
0

µ1(ξ, κ)K(x1, ξ) dξ, c ⩽ x1 ⩽ d. (3.2)

В формуле (3.2) введены следующие обозначения:

K(x1, x2) = − 1

2π

∫
σ

[
σ̃2
0(α, x2)

µ2
0(x2, κ)

+ α2ũ20(α, x2)

]
e−iαx1 dα,

F (x1) = u1(x1,1) = q(x1)− u0 (x1) .

Через u0, σ0 обозначено решение прямой задачи (2.1), соответствующее распределению модуля
сдвига µ0(x2, κ). Для расчётов ядер интегральных уравнений используется теория вычетов,
формулы для вычетов в двухкратных полюсах приведены в [15].

Ядра уравнений (3.2) выражаются через интегралы вида

I =
1

2π

∫
σ

[
φ(α, ξ)

ψ(α)

]2
e−iαx1 dα,
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которые могут найдены с помощью теории вычетов по формулам

I = i

∞∑
n=0

Rne
iαnx1 , x1 > 0, (3.3)

Rn = b−2
1

{
2a0(ξ)

[
a1(ξ)− a0(ξ)b

−1
1 b2

]
− ix1a

2
0(ξ)

}
,

где a0(ξ) = φ(αn, ξ), a1(ξ) = φ′
α(αn, ξ), b1 = ψ′(αn), b2 = 0,5ψ′′(αn), αn — корень дисперсион-

ного уравнения (2.5). Значения ai и bi для формулы (3.3) могут быть найдены из решения
задачи Коши, построенной аналогично (2.7), к которой добавлены уравнения и начальные
условия для (U2)

′′
αα и (Σ2)

′′
αα.

Рассмотрим уравнение (3.2). Выбираем некоторое постоянное начальное приближение
µ0. После решения (2.1)–(2.2) при µ = µ0 и обращения преобразования Фурье, находим u0,
σ0. Затем, считая u1 равной разности между наблюдаемым полем перемещений и полем u0,
решаем уравнение (3.2) и находим µ1.

После добавления поправки µ1 к функции µ0 повторяем процедуру до тех пор, пока норма
очередной поправки µ1 не сделается меньше некоторой погрешности ϵ или количество итераций
Niter не превысит некоторое зараннее заданное число. В качестве нормы используется величина

∥µ∥ =

√√√√√ 1∫
0

µ(x2, κ)µ̄(x2, κ) dx2. (3.4)

В последней формуле надчёркивание означает комплексное сопряжение.

4. Численные результаты

4.1. Прямая задача

Чтобы решить обратную коэффициентную задачу, следует знать поле перемещений на
верхней поверхности слоя. Расчёты волнового поля на поверхности неоднородного слоя были
произведены с помощью теории вычетов. Всюду в дальнейших вычислениях использован
следующий закон изменения модуля сдвига [19]

µ(x2, κ) =
h(x2) + inκg(x2)

1 + inκ
, (4.1)

где n — время релаксации, h(x2) — мгновенный модуль, g(x2) — длительный модуль.
На рис. 1–2 представлены дисперсионные кривые для различных значений времени релак-

сации, модуль сдвига задан формулой (4.1). Ось ординат соответствует волновому числу κ,
ось абсцисс соответствует значению корня дисперсионного уравнения, справа от оси ординат
изображена вещественная часть корня, слева — мнимая часть корня со знаком минус. Каждая
кривая на графиках соответствует корню дисперсионного уравнения, номер корня указан
рядом с кривой.

На рис. 3–4 представлены графики перемещения u на верхней поверхности слоя, постро-
енные при помощи теории вычетов. Ранее [15] было показано, что результаты, полученные
с помощью теории вычетов, практически полностью совпадают с результатами. полученными
непосредственным численным интегрированием. Ось ординат соответствует вещественной
(сплошная линия) и мнимой (пунктир) частям поля перемещений.

4.2. Обратная задача

Согласно предложенной схеме проведена серия вычислительных экспериментов по вос-
становлению неизвестных комплекснозначных функций µ = µ(x2, κ) для вязкоупругого слоя
с использованием в качестве исходной информации поля перемещений на отрезке [c, d] = [0, 1].
Результаты изображены на рис. 4–8. Выбрано постоянное значение плотности ρ = 1.
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Рис. 1. Дисперсионные кривые в случае ρ(x2) = 1, g(x2) = 0,5e−x2 , h(x2) = 1 + 0,2x2, n = 0
(чисто упругий случай)

Fig. 1. Dispersion curves in the case ρ(x2) = 1, g(x2) = 0.5e−x2 , h(x2) = 1 + 0.2x2, n = 0 (elastic case)
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Рис. 2. Дисперсионные кривые в случае ρ(x2) = 1, g(x2) = 0,5e−x2 , h(x2) = 1 + 0,2x2, n = 0,1

Fig. 2. Dispersion curves in the case ρ(x2) = 1, g(x2) = 0.5e−x2 , h(x2) = 1 + 0.2x2, n = 0,1
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Рис. 3. Перемещение на верхней поверхности слоя в случае ρ = 1, g(x2) = 0,5e−x2 , h(x2) = 1− 0,2ex2 ,
n = 0,01, κ = 2

Fig. 3. Displacement on the top surface of the layer in the case ρ = 1, g(x2) = 0.5e−x2 , h(x2) = 1− 0.2ex2 ,
n = 0.01, κ = 2
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Рис. 4. Перемещение на верхней поверхности слоя в случае ρ = 1, g(x2) = 0,5e−x2 , h(x2) = 1− 0,2ex2 ,
n = 0,1, κ = 2

Fig. 4. Displacement on the top surface of the layer in the case ρ = 1, g(x2) = 0.5e−x2 , h(x2) = 1− 0.2ex2 ,
n = 0.1, κ = 2
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Рис. 5. Решение обратной задачи в случае κ = 3, h(x2) = 1 + 0,4 sinπx2, g(x2) = 0,5e−x2 , n = 0,2,
Niter = 8

Fig. 5. Solution of the inverse problem in the case κ = 3, h(x2) = 1 + 0.4 sinπx2, g(x2) = 0.5e−x2 , n = 0.2,
Niter = 8

В качестве начального приближения использована функция µ0 = 1. На графиках представ-
лены вещественная (слева) и мнимая (справа) части функции распределения µ. Сплошная
линия означает точное значение функции, пунктирная линия — восстановленное. Ось абсцисс
соответствует поперечной координате.

Результаты решения обратной задачи показаны ниже. В качестве исходной информации
использовано перемещение на отрезке верхней поверхности. В этом случае формула (2.6)
использовалась для расчёта как наблюдаемого поля перемещений, так и правых частей уравне-
ний. Для расчёта ядер уравнений использовались формулы (3.3). При расчёте ядер и правых
частей уравнения (3.2) законы распределения механических характеристик аппроксимирова-
лись ломаной линией. Интеграл по отрезку [a, b] = [0, 1] в уравнении (3.2) заменяются конечной
суммой по формуле трапеций с количеством отрезков N = 40. Правая часть рассчитана на
отрезке [c, d] в N равномерно распределенных точках.

Для решения интегральных уравнений Фредгольма с гладким ядром использован метод
регуляризации Тихонова [20]. При решении системы линейных алгебраических уравнений
использован модифицированный метод Воеводина [20], предназначенный для систем с ком-
плекснозначными ядром и правой частью. Обратная задача решается с точностью ϵ = 10−4.
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Рис. 6. Решение обратной задачи в случае κ = 2, h(x2) = 1− 0,4 cosπx2, g(x2) = 0,5e−x2 , n = 0,2,
Niter = 12

Fig. 6. Solution of the inverse problem in the case κ = 2, h(x2) = 1− 0.4 cosπx2, g(x2) = 0.5e−x2 , n = 0.2,
Niter = 12

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
0,6

0,8

1

1,2

x2

Re μIm μ

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
−0,3

−0,25

−0,2

x2

Re μIm μ

Рис. 7. Решение обратной задачи в случае κ = 2, h(x2) = 1 + 0,3 cosπx2, g(x2) = 0,5e−x2 , n = 0,2,
Niter = 10

Fig. 7. Solution of the inverse problem in the case κ = 2, h(x2) = 1 + 0.3 cosπx2, g(x2) = 0.5e−x2 , n = 0.2,
Niter = 10

На рис. 8–9 показаны результаты восстановления вещественного модуля сдвига. Как вид-
но из приведённых результатов, модифицированный метод Воеводина может также быть
использован и для восстановления вещественных законов распределения механических пара-
метров. Как видно из приведённых результатов, получено решение, мнимая часть которого
практически равна нулю.

Заключение

Таким образом, удалось показать, что подход, раннее использованный для решения задач
о восстановлении механических параметров в чисто упругом слое [15], может быть использован
и в случае вязкоупругого слоя. При этом возможно применение метода Воеводина, модифи-
цированного для случая комплекснозначной матрицы. Обычный метод воеводина основан
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Рис. 8. Решение обратной задачи в случае κ = 2, h(r) = 1 + 0,3 cosπx2, n = 0,0, Niter = 10

Fig. 8. Solution of the inverse problem in the case κ = 2, h(r) = 1 + 0.3 cosπx2, n = 0.0, Niter = 10
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Рис. 9. Решение обратной задачи в случае κ = 2, h(x2) = 1− 0,5 cosπx2, n = 0,0, Niter = 10 (слева),
κ2 = 2, h(x2) = 1− 0,5 cosπx2, n = 0,0, Niter = 10 (справа)

Fig. 9. Solution of the inverse problem in the case κ = 2, h(x2) = 1− 0.5 cosπx2, n = 0.0, Niter = 10 (on the left),
and κ2 = 2, h(x2) = 1− 0.5 cosπx2, n = 0.0, Niter = 10 (on the right)

на QPR-разложении матрицы исходной системы и сведении её к трёхдиагональному виду.
Такая же прцедура оказалась применима и в случае комплекснозначной матрицы. Кроме
того, модифицированный метод Воеводина для комплекснозначной матрицы показал хорошие
результаты и в чисто упругом случае, что позволяет использовать информацию о волновых
полях на поверхности слоя более полным образом.
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