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Аннотация. В работе изучается проблема стабильности многослойной среды, содержащей перпенди-
кулярно границе трещины нового типа. Под стабильностью понимается возможность возникновения
новых уединенных резонансов, способных деструктивно повлиять на трещину. Исследование опирается
на использование метода блочного элемента, позволяющего получать точные решения контактных
задач и обнаруживать скрытые явления. Исследование использует ранее обнаруженные методом
блочного элемента свойства динамических контактных задач с абсолютно жестким и деформируемым
штампами. Оно свидетельствует о том, что для выявления отсутствия стабильности, достаточно
рассмотреть случай абсолютно жестких полубесконечных плит, формирующих трещину нового типа.
В работе показано, что описанная трещина нового типа нестабильна, как в случае абсолютно жестких
плит, формирующих ее, так и в случае деформируемых.
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Abstract. The paper studies the problem of stability of a multilayer medium containing a new type of crack
perpendicular to the boundary. Stability is understood as the possibility of the emergence of new solitary
resonances that can destructively affect the crack. The research is based on the use of the block element
method, which allows obtaining accurate solutions to contact problems and detecting hidden phenomena.
The study uses the properties of dynamic contact problems with absolutely rigid and deformable stamps
previously discovered by the block element method. It indicates that in order to identify the lack of stability,
it is sufficient to consider the case of absolutely rigid semi-infinite plates forming a crack of a new type.
The paper shows that the described crack of a new type is not stable, both in the case of absolutely rigid
plates forming it, and in the case of deformable ones.
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Введение

В работе исследуется вопрос о стабильности трещин нового типа, имеющихся в многослой-
ной среде и расположенных вертикально к границе. В более ранних работах исследована
проблема разрушения трещины и среды при полном сближении берегов трещины и разно-
направленности воздействий на ее берега. В этом случае в сейсмологии может возникнуть
стартовое землетрясение. Вопрос о стабильности включает в себя изучение возможности
возникновения изолированных резонансов в условиях гармонического воздействия на сре-
ду, имеющую трещину нового типа. Трещина в многослойной среде не является сплошной.
Ее берега формируются деформируемыми полубесконечными плитам, контактирующими
с деформируемой средой и сближающимися торцами. Ранее в работах авторов было показано,
что в контактных задачах для отдельного штампа возникают новые резонансные частоты,
если штамп оказывается леформируемым. Исходя из этого, чтобы выяснить возможность ре-
зонанса в случаях трещин нового типа, будем считать, что трещины формируются абсолютно
жесткими штампами. Это задачи в случаях одиночных штампов детально исследованы [1–19].
При появлении уединенных резонансов в этом случае можно утверждать, что они появятся
и в случае деформируемых плит. Таким образом, стабильность трещин нового типа для трещин
такого рода отсутствует. Она может иметь место при межрезонансных значениях параметров
задачи.

1. Постановка задачи

Рассматривается многослойная линейно деформируемая среда, находящаяся в условиях
вибрации, описываемой функцией e−iωt. Считая, что внешние воздействия на многослойную
среду осуществляются с такой же временной функцией, исключая ее из уравнений и гранич-
ных условий, приходим к стационарной граничной задаче. На ее верхней границе вводится
декартова система координат таким образом, что ось ox3 направлена по внешней норма-
ли, остальные оси ox1, ox2 лежат в касательной плоскости. Предполагается, что в областях
Ω−A(−∞ ⩽ x1 ⩽ −A, |x2| ⩽ ∞), ΩA(A ⩽ x1 ⩽ ∞, |x2| ⩽ ∞) действуют абсолютно жесткие
штампы, контактирующие без трения с многослойным основанием.

Контактная задача, отвечающая этой постановке, описывается системой интегральных
уравнений вида [1, 2]∫∫
Ω−A

h(x1 − ξ1, x2 − ξ2)q−A(ξ1, ξ2) dξ1 dξ2 +

∫∫
ΩA

h(x1 − ξ1, x2 − ξ2)qA(ξ1, ξ2) dξ1 dξ2 = ur(x1, x2),

x1, x2 ∈ Ωr, r = −A,A,

⟨α,x⟩ = α1x1 + α2x2, h(x1, x2) =
1

4π2

∫∫
R2

H(α1, α2)e
−i⟨α,x⟩ dα1 dα2,

H(α1, α2) = O(u−1), u =
√

α2
1 + α2

2 → ∞.

(1.1)
Здесь ur(x1, x2) — заданные смещения оснований штампов, qr(x1, x2) — контактные напряже-
ния. Считаем, что функция H (α1, α2) — четная по обеим переменным мероморфная функция
двух комплексных переменных αk, k = 1, 2, ее примеры приведены в многочисленных публи-
кациях.

Применим к двумерному интегральному уравнению (1.1) преобразование Фурье по коорди-
нате x2. В результате место координаты x2 у каждой, подвергнутой преобразованию Фурье
функции, займет свободный параметр преобразования Фурье α2. Чтобы упростить формулы,
временно скроем параметр α2 введением обозначений

h(x1) = h(x1, α2), qr(ξ1) = qr(ξ1, α2), h(x1) =
1

2π

∞∫
−∞

H(α1)e
−iα1x1 dα1,

H(α1) = H(α1, α2), ur(x1) = ur(x1, α2), r = −A,A,

(1.2)
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В результате принятых замен получим систему одномерных интегральных уравнений с двумя
неизвестными вида

−A∫
−∞

h(x1 − ξ1)q−A(ξ1) dξ1 +

∞∫
A

h(x1 − ξ1)qA(ξ1) dξ1 = u−A(x1), −∞ < x1 ⩽ −A,

−A∫
−∞

h(x1 − ξ1)q−A(ξ1) dξ1 +

∞∫
A

h(x1 − ξ1)qA(ξ1) dξ1 = uA(x1), A ⩽ x1 ⩽ ∞.

(1.3)

В случае многослойной среды функция H(α1), являясь мероморфной, имеет счетное число
нулей zmo и полюсов ξso. Им свойственно асимптотическое поведение вида

ξso = iν(s+ 0,5)( 1 + o (1)), s → ∞, zmo = iνm(1 + o (1)), m → ∞, ν = const > 0.

В динамическом случае при достаточно большой частоте ω появляется конечное число ве-
щественных нулей и полюсов. В этом случае представление ядра интегрального уравнения
описывается интегралом, берущимся по контуру, имеющему вид

h(x1) =
1

2π

∫
γ

H(α1)e
−iα1x1 dα1.

Контур γ совпадает с вещественной осью всюду, кроме зон вещественных полюсов, которые
обходятся им по полуокружностям малого радиуса [2].

Составим в преобразованиях Фурье уравнение перемещения всей поверхности многослойной
среды с учетом обеих контактных зон. Для этого продолжим систему интегральных уравнений
(1.3) на всю ось, добавив справа на отрезке [−A,A] новую неизвестную функцию w0(x1),
представляющую перемещение поверхности среды в промежутках между штампами. Приме-
нив к этой системе уравнений преобразование Фурье по x1, приходим к функциональному
уравнению вида

H(α1)Q
−
0 (α1) +W0(α1) +H(α1)Q

+
0 (α1) = U−

0 (α1) + U+
0 (α1),

Q−
0 (α1) =

−A∫
−∞

q−−A(x1)e
ix1α1 dx1, Q+

0 (α1) =

∞∫
A

q−A(x1)e
ix1α1 dx1,

U−
0 (α1) =

−A∫
−∞

u−A(x1)e
ix1α1 dx1, U+

0 (α1) =

∞∫
A

uA(x1)e
ix1α1 dx1.

(1.4)

Здесь W0(α1) — преобразование Фурье функции перемещения w0(x1) в свободной от напряже-
ний зоне между штампами.

Введем произвольный параметр τ > 0 и представим уравнение в виде

(
− ∂2

∂x2
1

+ τ2
) A∫
−A

h1(x1 − ξ1)w0(ξ1) dξ1 = f0(x1), H1(α1) = (α2
1 + τ2)−1H−1(α1), (1.5)

h1(x1) =
1

2π

∞∫
−∞

(α2
1 + τ2)−1H−1(α1)e

−iα1x1 dα1, H1(α1) = O(α−1
1 ).

Рассматривая в (1.5) интеграл слева как неизвестную функцию, на которую действует
дифференциальный оператор, обратим его, тогда получим представление вида

A∫
−A

h1(x1 − ξ1)w0(ξ1) dξ1 = f(x1), f(x1) = f1(x1) + c1f2(x1) + c2f2(x1),
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f1(x1) =
1

2π

∞∫
−∞

F1(η)e
−iηx1 dη, |x1| ⩽ A, f2(x1) = eτx1 , f3(x1) = e−τx1 , (1.6)

F1(η) = H−1(η)(η2 + τ2)−1
[
(U−

0 (η) + U+
0 (η)

]
.

Здесь постоянные обращения дифференциального оператора cm, m = 1, 2, нуждаются в опре-
делении, что будет выполнено после построения решения интегрального уравнения (1.6).

2. Точное решение для трещины нового типа

Построенное решение содержит произвольные постоянные c1, c2, входящие в f(x) (1.6),
которые необходимо определить. Для их определения возвратимся к функции w0(x1) (1.6).
В силу линейности интегрального уравнения построенное решение имеет представление,
в котором указанные постоянные явно выделены. С учетом наличия у решения w0(x1) данного
типа интегрального уравнения (1.6) особенности вида

√
a2 − x2

1 [20], запишем его в форме
с этой выделенной особенностью и составляющими решения при постоянных cn, n = 1, 2, то
есть

w0(x1) =
m1(x1) + c1m2(x1) + c2m3(x1)√

a2 − x2
1

. (2.1)

Функции mn(x1), n = 1, 2, 3 являются решениями интегрального уравнения (1.6) для функций
fn(x) в правой части соответственно. Постоянные cn вычисляются из условия ограниченности
функции w0(x1) у краев штампов ±a. Соответствующие уравнения имеют вид

c1m2(a) + c2m3(a) +m1(a) = 0,

c1m2(−a) + c2m3(−a) +m1(−a) = 0.

Искомые постоянные принимают значения

c1 = ∆−1 [m1(−a)m3(a)−m1(a)m3(−a)] ,

c2 = ∆−1 [m1(a)m2(−a)−m1(−a)m2(a)] ,

∆ = m2(a)m3(−a)−m2(−a)m3(a).

На основании полученного результата определяются остальные параметры трещины нового
типа, у которой у дна находится многослойная среда, а боковые берега формируются абсолютно
жесткими штампами. Для нахождения контактных напряжений под штампом подставим
вычисленные параметры cn, n = 1, 2, в решение интегрального уравнения (2.1) и затем внесем
это найденное решение в функциональное уравнение (1.4).

Дисперсионное уравнение, описывающее резонансные частоты ω, входит в знаменатели
постоянных cn, n = 1, 2 и имеет вид

m2(a)m3(−a)−m2(−a)m3(a) = 0. (2.2)
Вывод

Построенное точное решение контактной задачи для двух абсолютно жестких штампов
позволило подтвердить, что трещины нового типа имеют дискретные резонансы на некоторых
частотах, являющихся точками нестабильности для всех реологий, в том числе, для абсолютно
жестких штампов.
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