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Аннотация. В работе рассматривается контактная задача о действии абсолютно жесткого штампа в
форме четверти плоскости на многослойную среду. Эта задача является исходной для решения рас-
сматриваемой контактной задачи, но уже с деформируемым штампом. Методов решения получаемого
интегрального уравнения контактной задачи, ни численными, ни аналитическими, подходами, нет. В
настоящей работе он развивается с применением универсального метода моделирования, развитого
авторами ранее. Метод позволил преобразовать интегральное уравнение, поставленное в четверти
плоскости, к дифференциальному, и затем свести к проблеме факторизации. Это позволило построить
точное решение контактной задачи в четверти плоскости. Этот результат, затем, после построения в
четверти плоскости решения граничной задачи, оказывается возможным использовать для решения
контактной задачи с деформируемым штампом. В статье приводится еще одно представление решения
интегрального уравнения, справедливое для более общих свойств ядра интегрального уравнения.
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Abstract. The paper considers the contact problem of the action of an absolutely rigid stamp in the form of
a quarter plane on a multilayer medium.
This problem is the initial one for solving the contact problem under consideration, but already with a
deformable stamp. Methods of solving the resulting there is no integral equation of the contact problem,
either by numerical or analytical approaches. In this paper, it is developed using a universal modeling
method developed by the authors earlier. The method made it possible to transform an integral equation
posed in a quarter plane to a differential one, and then reduce it to a factorization problem. This made it
possible to construct an exact solution to the contact problem in the quarter plane. This result, then, after
constructing the solution of the boundary problem in a quarter plane, it turns out to be possible to use it
to solve the contact problem with a deformable stamp. The article provides another representation of the
solution of the integral equation, valid for more general properties of the kernel of the integral equation.
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Введение

Исследованию контактных задач теории упругости посвящено большое число работ [1–12].
Точные решения контактных задач получались лишь в частных случаях. К их числу относится
одномерное интегральное уравнение Винера–Хопфа. Оно оказалось применимым не только в
контактных задачах, но и во многих других областях науки и практической деятельности.

Точное решение двумерного уравнения Винера–Хопфа в четверть плоскости открывает
возможность построения высокоточных решений контактных задач в ограниченных областях
подобно тому, как это делалось в одномерном случае.

Интегральные уравнения Винера–Хопфа имеют широкое применение в различных областях
для материалов сложной реологии, в том числе в теории прочности, дифракции, дефектоско-
пии, трибологии. В работе кратко приводится построение решения двумерного интегрального
уравнения Винера–Хопфа для случая мероморфного преобразования Фурье ядра интеграль-
ного уравнения, изложенного в [13], а также приводится новое представление, которое не
требует жестких ограничений на ядро интегрального уравнения и применимое для более
общих свойств ядра.

1. Определяющие уравнения

Интегральное уравнение контактной задачи для изотропной слоистой среды в четверти
плоскости в декартовой системе координат имеет вид [13,14]

∞∫
0

∞∫
0

k(x1 − ξ1, x2 − ξ2)φ(ξ1, ξ2) dξ1 dξ2 = f(x1, x2), 0 ⩽ x1, x2 ⩽ ∞,

k(x1, x2) =
1

4π

∫
γ1

∫
γ2

K(α1, α2)e
−i⟨αx⟩ dα1 dα2,

K(α1, α2) ≡ K(u) =
R(u)

P (u)
, u =

√
α2
1 + α2

2,

K(u) =
R(u)

P (u)
=

∞∏
n=1

Rn(u)

Pn(u)
, Rn(u) = (u2 − z2n), Pn(u) = (u2 − ξ2n),

K(u) =
1

u
(1 + o(1)), u → ±∞.

(1.1)

Здесь γ1, γ2 — контуры, лежащие на вещественной оси и отклоняющиеся от нее в динамиче-
ских задачах гармонической во времени вибрации, обходя вещественные полюса по малым
полуокружностям, если они возникают [14].

В работе [13] изложен один подход, позволяющий построить точное решение интегрального
уравнения (1.1) с указанными свойствами.

Функции R(u), P (u) являются четными целыми функциями, представимыми бесконечными
произведениями. Предполагается, что функции R(u) и P (u) являются целыми функциями
первого порядка и конечного типа, то есть трансцендентными, в частности, полиномами.
В принятых обозначениях целая функции R(u) обращается в нуль на множествах значений
un = ±zn. Разрешая эти соотношения относительно переменных αs, s = 1, 2, имеем нули в
форме α11m± = ±i

√
α2
2 − z2m, α21m± = ±i

√
α2
1 − z2m. Соответственно, целая функция P (u)
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имеет нули на множествах на un = ±ζn, α12r± = ±i
√
α2
2 − ξ2r , α22r± = ±i

√
α2
1 − ξ2r . Все

нули, предполагаемые однократными, имеют точки сгущения на бесконечности в некоторых
клиновидных областях, содержащих мнимые полуоси комплексной плоскости.

2. Метод решения

Описанные свойства интегрального уравнения, с использованием нового универсального ме-
тода моделирования [15], позволяют применить к рассматриваемому интегральному уравнению
метод разделения переменных. Предварительно устанавливается общий вид решения инте-
грального уравнения. Следуя указанному методу [15], применяемому как к дифференциальным
уравнениям, так и к интегральным, ищется общее решение ϕ(x1, x2) дифференциальных урав-
нений в форме разложения по общим решениям однородных дифференциальных уравнений
для s = 1, 2, 3, . . .. Экспоненциальная подстановка ϕs(x1, x2) = Cei(β1x1+β2x2), где βn, n = 1, 2 —
произвольные параметры, внесенная в дифференциальное уравнение в [13] позволяет на основе
характеристического уравнения β2

1 + β2
2 − z2s = 0 получить две группы корней

{β11s+ = i
√
β2
2 − z2s , β2}; {β1, β21s+ = i

√
β2
1 − z2s}; Imβn1+ ⩾ 0, n = 1, 2.

Каждая группа корней зависит от β1 или от β2. Поэтому однородная составляющая решения
дифференциального уравнения отыскивалось в форме

ϕso(x1, x2) = Cs1e
i(β11s+x1+β2x2) + Cs2e

i(β1x1+β21s+x2).

Тогда общее решение интегрального уравнения (1.1) приняло вид

ϕ(x1, x2) = ϕ1(x1, x2) + ϕ2(x1, x2).

Здесь обозначено

φ1(x1, x2) = φ10(x1, x2) + φ1∗(x1, x2), φ2(x1, x2) = φ20(x1, x2) + φ2∗(x1, x2),

φ10(x1, x2) =

∞∑
s=1

Cs1e
i(β11s+x1+β2x2), φ1∗(x1, x2) = D1e

−iη1x1 ,

φ20(x1, x2) =

∞∑
s=1

Cs2e
i(β1x1+β21s+x2), φ2∗(x1, x2) = D2e

−iη2x2 .

3. О способе решения интегрального уравнения

Рассмотрим интегральное уравнение (1.1), представленное с применение преобразований
Фурье в виде

1

4π2

∫
Γ1

∫
Γ2

K(α1, α2)Φ(α1, α2)e
−i(α1x1+α2x2) dα1 dα2 = Ae−i(η1x1+η2x2), 0 ⩽ x1, x2 ⩽ ∞. (3.1)

Здесь и в дальнейшем прописными буквами обозначаются преобразования Фурье, вычисленные
от строчных функций

Φ(α1, α2) =

∞∫
0

ϕ(x1, x2)e
i(α1x1+α2x2) dx1 dx2.

Для использования представления (3.1) необходимо построить преобразования Фурье Φ(α1, α2)
искомого решения. Ищем D(η1, η2) в форме произведения функций с разделенными перемен-
ными D1(η1)D2(η2).
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Вычисления позволяют получить для фрагментов решений следующие представления

Φ10(α1, α2) :

∞∫
0

∞∫
0

Cs1e
i(β11s+x1+β2x2)ei(α1x1+α2x2) dx1 dx2 = −2πCs1δ(β2 + α2)

i(β11s+ + α1)
,

Φ1∗(α1, α2) :

∞∫
0

∞∫
0

D(η1)e
−iη1x1ei(α1x1+α2x2) dx1 dx2 = −2πD1(η1)δ(α2)

i(α1 − η1)
,

Φ20(α1, α2) :

∞∫
0

∞∫
0

Cs2e
i(β1x1+β21s+x2)ei(α1x1+α2x2) dx1 dx2 = −2πCs2δ(β1 + α1)

i(β2 + β21s+)
,

Φ2∗(α1, α2) :

∞∫
0

∞∫
0

D(η2)e
−i(η2x2)ei(α1x1+α2x2) dx1 dx2 = −2πD2(η2)δ(α1)

i(α2 − η2)
.

Не повторяя выполненные в [13] преобразования, выпишем построенное этим методом решение
интегрального уравнения в виде

φ(x1, x2, η1, η2) = φ1(x1, x2, η1) + φ2(x1, x2, η2),

φ1(x1, x2, η1) =

∞∫
−∞

φ1(x1, x2, β2, η1) dβ2 =

=
1

4π2

∞∫
−∞

∫
γ1

∫
γ3

K+1(ξ, β2)

K+1(λ, β2)(ξ − λ)

A1

(ξ − η1)K(η1,0)
ei(−λx1+β2x2) dξ dλ dβ2 +

A1

K(η1,0)
e−iη1x1 ;

φ2(x1, x2, η2) =

∞∫
−∞

φ2(x1, x2, β1, η2) dβ1 =

=
1

4π2

∞∫
−∞

∫
γ1

∫
γ3

K+2(β1, ξ)

K+2(β1, λ)(ξ − λ)

A2

(ξ − η2)K(0, η2)
ei(β1x1−λx2) dξ dλ dβ1 +

A2

K(0, η2)
e−iη2x2 .

(3.2)
Решение для произвольной правой части f(x1, x2) уравнения (1.1) получаются в результате
вычисления интеграла при A1 = A2 = 1

ϕ(x1, x2) =
1

4π2

∞∫
−∞

∞∫
−∞

ϕ(x1, x2, η1, η2)A(η1, η2)e
−i(η1x1+η2x2) dη1 dη2.

Здесь функции ϕ1(x1, x2), ϕ2(x1, x2) берутся из формулы (3.2).
Наряду с построенным решением оказалось возможным построить иным методом решение

интегрального уравнения (1.1) для несколько более общих ядер.

4. О представлении решения для случая более общих ядер

Построенное решение можно представить в другом виде, которое справедливо для зна-
чительно большего количества функций, описывающих преобразование Фурье двумерного
интегрального уравнения. Это представление имеет вид

q(x, y) =
1

4π2

∞∫
−∞

∞∫
−∞

q(x, y, λ, µ)e−i(λx+µy) dλ dµ, (4.1)
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q(x, y, λ, µ) =
1

4π2

∫
Γ1

Q∫
Γ2

(α, β, λ, µ)e−i(αx+βy) dα dβ,

Q(α, β, λ, µ) = Q1(α, β, λ, µ) +Q2(α, β, λ, µ).

Здесь приняты обозначения

Q1(α, β, λ, µ) = −K−1(α, β)

{
K−β(α, β)

{
K−1

−β(α, β) {F (α, β)}+β
}−

β

}+

α

+

+K−1
+α(α, β)

{
K−1

−α(α, β) {F (α, β)}+α
}+

α
;

Q2(α, β, λ, µ) = −K−1(α, β)

{
K−α(α, β)

{
K−1

−α(α, β) {F (α, β)}+α
}−

α

}+

β

+

+K−1
+β(α, β)

{
K−1

−β(α, β) {F (α, β)}+β
}+

β
.

Операторы в фигурных скобках в (3.1) детально описаны в [1] и имеют вид

{G(α, β)}+α =
1

2πi

∫
Γ1

G(ξ, β)

ξ − α
dξ, α ∈ Π+

α , {G(α, β)}−α = − 1

2πi

∫
Γ1

G(ξ, β)

ξ − α
dξ, α ∈ Π−

α ,

{G(α, β)}+β =
1

2πi

∫
Γ2

G(α, η)

η − β
dη, β ∈ Π+

β , {G(α, β)}−β = − 1

2πi

∫
Γ2

G(α, η)

η − β
dη, β ∈ Π−

β ,

K+α(α, β) = exp
1

2πi

∫
Γ1

lnK(ξ, β)

ξ − α
dξ, α ∈ Π+

α ,

K−α(α, β) = exp

− 1

2πi

∫
Γ1

lnK(ξ, β)

ξ − α
dξ

 , α ∈ Π−
α ,

K+β(α, β) = exp
1

2πi

∫
Γ2

lnK(α, η)

η − β
dη, β ∈ Π+

β ,

K−β(α, β) = exp

− 1

2πi

∫
Γ2

lnK(α, η)

η − β
dη

 , β ∈ Π−
β .

Здесь Π+
α , Π−

α — комплексные области выше, плюс, и ниже, минус, контура Γ1, а Π+
β ,Π−

β —
области правее, плюс, и левее, минус, контура Γ2.

Вывод

В работе построена формула, позволяющая решать контактную задачу для абсолютно
жесткого штампа в четверти плоскости. Она дала возможность рассматривать более сложную
задачу для случая деформируемых штампов, в том числе, с усложняемой реологией. Ценность
этого решения состоит также и в том, что получен общий вид точного решения интегрального
уравнения Винера–Хопфа в четверти плоскости, что дает возможность усложнять требования
к ядрам этих уравнений. Она зависит только от аналитических свойств, а именно, факто-
ризационных свойств функций, входящих в описание формулы. Таким образом, возможно,
установлен общий вид решения уравнения Винера–Хопфа в четверть плоскости, справедли-
вый для более широкого класса функций, а не только имеющих мероморфные функции в
представлении ядра.
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