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Аннотация. В работе на основе проекционного варианта интегро-интерполяционного метода представ-
лена консервативная монотонная разностная схема для интегрирования уравнения переноса пассивной
примеси. Путем суммирования по частям разностного аналога интегрального тождества получена
согласованная с основной задачей переноса-диффузии разностная дискретизация для решения сопря-
женных задач. Показано, что при реализации сопряженных задач могут применяться предложенные
схемы и алгоритмы, используемые в процедурах при интегрировании основной задачи.
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Abstract. Due to the constant development of technical capabilities for obtaining information about the
state of the ocean and seas, the development of methods of mathematical modeling of water circulation, it
is necessary to build and apply modern algorithms for assimilation of such information in dynamic models.
One of the approaches to solving this problem is a variational method based on solving adjoint problems
and iterative search for the minimum of the prediction quality functional. The input parameters of the
model found in this case make it possible to obtain a solution that is consistent with the measurement data
due to the minimization of the corresponding prediction quality functional. When solving such problems, it
naturally becomes necessary to numerically solve both the main and the conjugate problem. It is important
that the difference analogue of the integral identity maintains a balance similar to the differential formulation.
Thus, consistency of the discretizations of the main and conjugate problem is necessary. The approximation
of the conjugate problem is obtained from the difference analogue of the integral identity by summing in
parts taking into account boundary conditions and the difference analogue of the continuity equation. On
the other hand, even solving the main problem, taking into account the gradient structure of the pollution
fields, leads to the need to use modern advanced discretizations. One of these methods is the projection
version of the integro-interpolation method. Based on the projection variant of the integro-interpolation
method, a conservative monotone difference scheme for integrating the passive impurity transfer equation is
presented. A consistent difference discretization for solving adjoint problems is obtained from the difference
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analogue of the integral identity. It is shown that in the case of using the proposed scheme, the procedures
used in integrating the main task can be used to solve conjugate problems.
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Введение

При решении ряда задач экологической направленности встает проблема идентификации
параметров модели переноса пассивной примеси за счет ассимиляции данных измерений.
Основы вариационного подхода ассимиляции данных измерений заложены в работах [1, 2]
и в монографической литературе [3–7]. При реализации таких алгоритмов естественным обра-
зом появляется необходимость численного решения как основной, так и сопряженной задачи.
Таким образом, необходима согласованность дискретизаций основной и сопряженной задачи.
С другой стороны, даже решение основной задачи, учитывая градиентную структуру полей
загрязнений, приводит к необходимости использования современных продвинутых дискретиза-
ций. Одним из таких методов является проекционный вариант интегро-интерполяционного
метода (ПВИИМ). В [8,9] предложен метод, позволяющий получать аппроксимации на его
основе.

Рассмотрим следующее уравнение переноса пассивной примеси в области интегрирования
MT = M × [0, T ]

∂C

∂t
+

∂UC

∂x
+

∂V C

∂y
+

∂WC

∂z
= k

∂2C

∂z2
+A∆C (1)

с краевыми условиями

Γ :
∂C

∂n
= 0

и начальными данными
t = 0 : C (x, y, z) = C0 (x, y, z) .

Уравнению (1) поставим в соответствие формально-сопряженное

−∂C∗

∂t
− U

∂C∗

∂x
− V

∂C∗

∂y
−W

∂C∗

∂z
= k

∂2C∗

∂z2
+A∆C∗, (2)

которое в силу уравнения неразрывности можно переписать в следующем виде:

−∂C∗

∂t
− ∂UC∗

∂x
− ∂V C∗

∂y
− ∂WC∗

∂z
= k

∂2C∗

∂z2
+A∆C∗ (3)

с краевыми условиями

Γ :
∂C∗

∂n
= 0

и начальными данными
t = T : C∗ (x, y, z) = Q (x, y, z) ,

где MT = M × [0, T ], M — область в которой интегрируется модель на временном отрезке
[0, T ], Γt = Γ× [0, T ], Γ — граница области M , n — нормаль к границе.
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Сопряженная задача решается в обратном направлении по времени. При интегрировании
сопряженных задач в качестве Q (x, y, z) могут задаваться либо функции специального вида
при построении функций влияния, либо невязки прогноза, характеризующие отклонение реше-
ния от данных измерений при использовании вариационных алгоритмов ассимиляции данных
измерений. Помножим (1) на C∗ и проинтегрируем с учетом краевых условий и начальных
данных. Полученное интегральное тождество для задачи (1) имеет следующий вид:[

∂C

∂t
+

∂UC

∂x
+

∂V C

∂y
+

∂WC

∂z
− ∂

∂x
A
∂C

∂x
− ∂

∂y
A
∂C

∂y
− ∂

∂z
k
∂C

∂z
,C∗

]
Mt

+

+

(
∂C

∂n
,C∗

)
Γt

+ (C − C0, C
∗)M = 0, (4)

где скалярное произведение определяется стандартным способом. Дискретный аналог ин-
тегрального тождества получается из (4) при использовании разностных дискретизаций и
замене интегрирования по пространству на суммирование по дискретным индексам в рассмат-
риваемой области. Аппроксимация сопряженной задачи получается из разностного аналога
интегрального тождества суммированием по частям с учетом краевых условий и разностного
аналога уравнения неразрывности. При численной реализации модели переноса-диффузии
(1) дискретизация диффузионных членов стандартна. Из разностного аналога интегрального
тождества дискретизация аналогичных членов сопряженной задачи аналогична (со вторым
порядком аппроксимации). Основные особенности необходимо учитывать при разностной
аппроксимации адвективных членов.

Для решения уравнения (1) запишем монотонную консервативную схему [9]

Cn+1 − Cn

∆t
+

+
1

∆x

[
k
(
1 +Rx

i+1/2µi+1/2 +Rx
i+1/2

) Ci+1 − Ci

∆x
− k

(
1 +Rx

i−1/2µi−1/2 −Rx
i−1/2

) Ci − Ci−1

∆x

]
+

+
1

∆y

[
k
(
1 +Ry

j+1/2µj+1/2 +Ry
j+1/2

) Cj+1 − Cj

∆y
−k

(
1 +Ry

j−1/2µj−1/2 −Ry
j−1/2

) Cj − Cj−1

∆y

]
+

+
1

∆z

[
k
(
1 +Rz

m+1/2µm+1/2 +Rz
m+1/2

) Cm+1 − Cm

∆z
−

− k
(
1 +Rz

m−1/2µm−1/2 −Rz
m−1/2

) Cm − Cm−1

∆z

]
= 0, (5)

где

Rx
i+1/2 = −

Ui+1/2∆x

2A
, Rx

i−1/2 = −
Ui−1/2∆x

2A
, Ry

j+1/2 = −
Vj+1/2∆y

2A
,

Ry
j−1/2 = −

Vj−1/2∆y

2A
, Rz

m+1/2 = −
Wm+1/2∆z

2k
, Rz

m−1/2 = −
Wm−1/2∆z

2k
.

В (5) для простоты записи некоторые индексы опущены. Для численной реализации моде-
ли используем явную схему при условии выполнения условия Куранта для устойчивости
расчетов. При соответствующем выборе множителя µ (R) из (5) можно получать различные
аппроксимации для уравнения переноса. Так при

µ (R) = 0 — имеем схему с центральной разностью [10];
при µ (R) = sign (R) — схему с направленной разностью [10];

при µ (R) =
|R|

1 + |R|
· sign (R) — схему Самарского А.А. [11];

при µ (R) =
|R|

1 + |R|+ |R|2
·R — схему Булеева Н.И., Тимухина Г.И. [12];
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при µ (R) =
1 + 2 |R|

3 + 3 |R|+ 2 |R|2
·R — схему Булеева Н.И. [13];

при µ (R) = cth (R)−
1

R
— схему Ильина А.М. [14,15].

Из разностного аналога интегрального тождества, основанного на схеме (5), можно получить
согласованную схему для сопряженной задачи

− C∗n+1 − C∗n

∆t
− 1

∆x

(
A

(
1 +Rx

i+1/2µi+1/2 −Rx
i+1/2

)
C∗

i+1 −
(
1 +Rx

i+1/2µi+1/2 +Rx
i+1/2

)
C∗

i

∆x
−

−A

(
1 +Rx

i−1/2Ri−1/2µi−1/2 −Rx
i−1/2

)
C∗

i −
(
1 +Rx

i−1/2µi−1/2 +Rx
i−1/2

)
C∗

i−1

∆x

)
−

− 1

∆y

(
A

(
1 +Ry

j+1/2µi+1/2 −Ry
j+1/2

)
C∗

j+1 −
(
1 +Ry

j+1/2µi+1/2 +Ry
j+1/2

)
C∗

j

∆y
−

−A

(
1 +Ry

j−1/2µj−1/2 −Ry
j−1/2

)
C∗

j −
(
1 +Ry

j−1/2µj−1/2 +Ry
j−1/2

)
C∗

j−1

∆y

)
−

− 1

∆z

(
k

(
1 +Rz

m+1/2µm+1/2 −Rz
m+1/2

)
C∗

m+1 −
(
1 +Rz

m+1/2µm+1/2 +Rz
m+1/2

)
C∗

m

∆z
−

− 1

∆z

(
k

(
1 +Rz

m−1/2µm−1/2 −Rz
m−1/2

)
C∗

m −
(
1 +Rz

m−1/2µm−1/2 +Rz
m−1/2

)
C∗

m−1

∆z
= 0. (6)

Рассмотрим (5) при µ = 0:

Cn+1 − Cn

∆t
= A

Ci+1 − 2Ci + Ci−1

∆x2
−

Ui+1/2Ci+1 − Ui+1/2Ci + Ui−1/2Ci − Ui−1/2Ci−1

2∆x
+

+A
Cj+1 − 2Cj + Cj−1

∆y2
−

Vj+1/2Cj+1 − Vj+1/2Cj + Vj−1/2Cj − Vj−1/2Cj−1

2∆z

k
Cm+1 − 2Cm + Cm−1

∆z2
−

Wm+1/2Cm+1 −Wm+1/2Cm +Wm−1/2Cm −Wm−1/2Cm−1

2∆z
. (7)

Из (7) видно, что адвективный член аппроксимируется аналогом центрально-разностной
аппроксимации со вторым порядком аппроксимации. Аналогично из (5) имеем при выборе
µ = sgnR и U , V , W < 0,

Cn+1 − Cn

∆t
= A

Ci+1 − 2Ci + Ci−1

∆x2
− Ui+1/2

Ci+1 − Ci

∆x
+A

Cj+1 − 2Cj + Cj−1

∆y2
−

− Vj+1/2
Cj+1 − Cj

∆y
+ k

Cm+1 − 2Cm + Cm−1

∆z2
−Wm+1/2

Cm+1 − Cm

∆z
. (8)

А при U , V , W > 0, получаем

Cn+1 − Cn

∆t
= A

Ci+1 − 2Ci + Ci−1

∆x2
− Ui−1/2

Ci − Ci−1

∆x
+A

Cj+1 − 2Cj + Cj−1

∆y2
−

− Vj−1/2
Cj − Cj−1

∆y
+ k

Cm+1 − 2Cm + Cm−1

∆z2
−Wm−1/2

Cm − Cm−1

∆z
. (9)

Из уравнения (6) при µ = 0 имеем
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− C∗n+1 − C∗n

∆t
= A

C∗
i+1 − 2C∗

i + C∗
i−1

∆x2
+

Ui+1/2C
∗
i+1 + Ui+1/2C

∗
i − Ui−1/2C

∗
i − Ui−1/2C

∗
i−1

2∆x
+

+A
C∗

j+1 − 2C∗
j + C∗

j−1

∆y2
+

Vj+1/2C
∗
j+1 + Vj+1/2C

∗
j − Vj−1/2C

∗
j − Vj−1/2C

∗
j−1

2∆y
+

+ k
C∗

m+1 − 2C∗
m + C∗

m−1

∆z2
+

Wm+1/2C
∗
m+1 +Wm+1/2C

∗
m −Wm−1/2C

∗
m −Wm−1/2C

∗
m−1

2∆z
. (10)

То есть, адвективный член в сопряженной задаче (3) аппроксимируется аналогом центрально-
разностной аппроксимации. Аналогично из (6) при µ = sgnR и U , V , W < 0, имеем

− C∗n+1 − C∗n

∆t
= A

C∗
i+1 − 2C∗

i + C∗
i−1

∆x2
+

Ui+1/2C
∗
i − Ui−1/2C

∗
i−1

∆x
+ k

C∗
j+1 − 2C∗

j + C∗
j−1

∆y2
+

+
Vj+1/2C

∗
j − Vj−1/2C

∗
j−1

∆y
+ k

C∗
m+1 − 2C∗

m + C∗
m−1

∆z2
+

Wm+1/2C
∗
m −Wm−1/2C

∗
m−1

∆z
, (11)

а при U , V , W > 0 получаем

− C∗n+1 − C∗n

∆t
= A

C∗
i+1 − 2C∗

i + C∗
i−1

∆x2
+

Ui+1/2C
∗
i+1 − Ui−1/2C

∗
i

∆x
+ k

C∗
i+1 − 2C∗

i + C∗
i−1

∆y2
+

+
Vj+1/2C

∗
j+1 − Vj−1/2C

∗
j

∆y
+ k

C∗
m+1 − 2C∗

m + C∗
m−1

∆z2
+

Wm+1/2C
∗
m+1 −Wm−1/2C

∗
m

∆z
. (12)

Как видно из (5)–(12), аппроксимация адвективного члена в основной задаче идентична
аппроксимации дивергентного члена в сопряженной задаче. Оценим отличия в аппроксимации
таких членов уравнения.

Пусть, например, U < 0, тогда с учетом знака при члене в сопряженной задаче, отвечающего
за перенос, выберем соответствующую аппроксимацию

Ui+1/2

C∗
i+1 − C∗

i

∆x
−

Ui+1/2C
∗
i+1 − Ui+1/2C

∗
i

∆x
= −C∗

i

(
Ui+1/2 − Ui−1/2

∆x

)
≈ C∗ ∂U

∂x
. (13)

При решении трехмерной задачи при условии выполнения уравнения неразрывности такие
члены по всем трем направления в сумме обращаются в ноль. Рассмотрим центрально-
разностную аппроксимацию (7) и вычтем аппроксимацию адвективного члена в сопряженной
задаче (10)

Ui+1/2C
∗
i+1 − Ui+1/2C

∗
i + Ui−1/2C

∗
i − Ui−1/2C

∗
i−1

∆x
−

−
Ui+1/2C

∗
i+1 + Ui+1/2C

∗
i − Ui−1/2C

∗
i − Ui−1/2C

∗
i−1

∆x
= −C∗

i

Ui+1/2 − Ui−1/2

∆x
≈ −C∗ ∂U

∂x
. (14)

При решении трехмерной задачи при условии выполнения уравнения неразрывности такие
члены также по всем трем направления в сумме обращаются в ноль. То есть в данных предель-
ных случаях аппроксимации идентичны при условии выполнения уравнения неразрывности.
Аналогичный результат можно получить и при других значениях µ. Поэтому для решения
сопряженной задачи можно использовать процедуры, применяемые при интегрировании
основной задачи.

Заключение

На основе проекционного варианта интегро-интерполяционного метода представлена кон-
сервативная монотонная разностная схема для интегрирования уравнения переноса пассивной
примеси. Из разностного аналога интегрального тождества получена согласованная разностная
дискретизация для решения сопряженных задач. Показано, что в случае выбора предложенной
схемы используемые процедуры при интегрировании основной задачи могут применяться для
решения сопряженных задач.
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