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Аннотация. Рассматривается задача моделирования прохождения гармонического сигнала через
разлом. Исследуется модель системы покрытие – подложка. Деформируемое основание (подложка)
описывается моделью линейной теории упругости. В работе представлен аналитико-численный метод
решения краевых задач об установившихся колебаниях упругой среды с покрытием, моделируемым
протяженными пластинами, для которых принимаются параметры, осредненные по толщине. При-
ведены результаты численной реализации разработанных алгоритмов для задачи, моделирующей
динамику контактирующих литосферных отдельностей, находящихся под действием поверхностной
нагрузки, для одного из возможных условий контакта на разломе. Присутствие структур резо-
нансного типа обычно обосновывается результатами наблюдений в обсерваторских экспериментах
и интерпретации геолого-геофизических материалов. В основе развиваемого в работе подхода ле-
жит возможность использования для выявления разломов передвижных вибросейсмоисточников,
производящих принимаемые на различных расстояниях моносигналы определенной частоты.
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Abstract. In order to develop mechanical and mathematical methods for studying deformation-wave
processes in the geological environment and the mechanisms of seismicity formation in the seam zones
of lithospheric structures, we have solved the problems of modeling the passage of a harmonic signal
through a fault. We consider the problem of modeling the passage of a harmonic signal through a fault and
conduct a study of the coating-substrate system. Here the deformable foundation (substrate) is described
by the model of the linear theory of elasticity. Structures with a fault are considered as a coating, for which
the parameters averaged over the thickness are taken. The paper presents an analytical-numerical method
for solving boundary value problems of steady-state vibrations in an elastic medium with a coating modeled
by extended plates as well as the results of the numerical implementation of the developed algorithms
for a problem simulating the dynamics of contacting lithospheric structures under the action of a surface
load for one of the possible contact conditions on a fault. The presence of the resonant type structures is
usually substantiated by the results of the observatory experiments and the interpretation of geological
and geophysical materials. The approach developed in this paper is based on the possibility of using mobile
vibroseismic sources to detect faults by producing mono-signals of a certain frequency which can be received
at different distances.
Keywords: medium with coating, harmonic source, rectilinear fault, factorization method.
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Введение

Оценка напряжённо-деформированного состояния геофизической среды является необхо-
димым условием снижения сейсмического риска. Изучение региональных закономерностей
сейсмических процессов в пространственно-временном развитии требует активного использо-
вания физико-математических моделей, отражающих структурное строение геофизической
среды. В прошлом веке идеи академика А.С. Алексеева инициировали развитие теоретических
методов механико-математического мониторинга сложно построенных структур литосферы,
включая моделирование волновых полей от источников различной природы, и на сегодняшний
день проблемам создания адекватных моделей строения системы разномасштабных литосфер-
ных структур уделяется большое внимание [1–5 и др.].

Верхняя часть земной коры считается наиболее сейсмогенной зоной [1]. Медленные дви-
жения земной коры приводят к изменениям рельефа земной поверхности, которые могут
провоцировать как природные, так и техногенные катастрофы (разрушение сооружений, же-
лезнодорожных и автомагистралей, разрывы газо- и нефтепроводов и т.д.). Так как механизмы
землетрясений наряду с глобальными определяются и региональными, и локальными уровня-
ми взаимодействия сегментов в системе земной коры, построение моделей разномасштабных
взаимодействий разломно-блоковых структур в литосфере остается актуальным. Особого
внимания заслуживают процессы в регионах, расположенных в шовных зонах литосферных
образований различного ранга [5].

Присутствие структур резонансного типа обычно обосновывается результатами наблюдений
в обсерваторских экспериментах и интерпретации геолого-геофизических материалов [1, 2].
Наличие разломов литосферных структур также пытаются выявить бурением. Однако такой
способ носит локальный характер и может не дать достаточно надежных результатов.

В основе развиваемого в работе подхода лежит возможность использования для этих целей
передвижных вибросейсмоисточников, производящих принимаемые на различных расстояниях
моносигналы определенной частоты.

1. Задача о вибрации системы пластин на упругом основании

Рассматривается задача моделирования прохождения гармонического сигнала через разлом.
Исследуется модель системы покрытие – подложка. Деформируемое основание (подложка)
описывается моделью линейной теории упругости. Данные наблюдений свидетельствуют, что
именно колебательные подвижки объёмов горной породы обуславливают характерные сей-
смогравитационные и другие возмущения в геофизических полях [3]. Далее рассматриваются
установившиеся вертикальные колебания упругой полосы с защемленной нижней гранью,
перемещения точек которой удовлетворяют уравнениям Ляме. В качестве покрытия рассмат-
риваются структуры с разломом, для которых принимаются параметры, осредненные по
толщине. Декартова система координат x1Ox3 введена на срединной поверхности пластин по-
крытия, для плоской постановки задачи центр ее совмещен с точкой контакта пластин. Одна из
пластин (правая), обладающих различными механическими характеристиками, подвергается
воздействию локального поверхностного источника.

Комплексные амплитуды u± (x1) установившихся гармонических колебаний пластин, рас-
положенных в плоскости x3 = 0, удовлетворяют скалярным уравнениям [6–8]

R± (dx1)u± (x1)− ε±5g± (x1) = b± (x1) , ±x1 > 0, (1.1)
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R± (dx1) = ε±3
d
4

dx4
1

− ε±4;

g± — комплексные амплитуды напряжений на нижней грани пластин;

b± (x1) = −ε±5t± (x1) ; ε±,3 =
h2
±
12

; ε±,4 = ωρ±
1− ν2±
E±

; ε±,5 =
1− ν2±
E±h±

,

ν± — коэффициенты Пуассона, E± — модули Юнга материалов пластин; h± — толщины
пластин. Локализованная поверхностная нагрузка t+ (x1) = Aδ

(
x1 − x0

1

)
, сосредоточенная

в x0
1 > 0, амплитуда A > 0; t− (x1) = 0.
Различные виды граничных условий в зоне стыковки пластин описаны в работах [9, 10].

Далее приведены результаты вычислительных экспериментов для случая, когда на краях пла-
стин отсутствуют изгибающие моменты и задаются условия, называемые «вязким контактом»,
т.е. поперечная сила, действующая на край каждой пластины, пропорциональна разности
скоростей пластин:

d
2
u±

dx2
1

∣∣∣∣∣
x1=0

= 0; −D±
d
3
u±

dx3
1

∣∣∣∣∣
x1=0

= −ikω [u∓ (x1)− u± (x1)] . (1.2)

Здесь D± =
E±h2

±

12(1−ν2
±)

— жесткости пластин.

Смещения верхней грани (x3 = 0) упругой полосы представляются в виде [11]

u (x1,0) =

∞∫
−∞

k (ξ1 − x1) g (ξ1,0) dξ1,

где u (x1) и g (x1) — соответственно амплитуды перемещений и напряжений,

k (x1) =
1

2π

∫
σ

K (α1,0) exp (−iα1x1) dα1,

для рассматриваемых вертикальных колебаний функция Грина K (α1) = K33 (α1,0), контур σ
выбран соответственно принципу предельного поглощения [11].

На границе между основанием и покрытием трансформанты Фурье перемещений u (x1,0)
и контактных давлений g (x1,0) связаны функциональным соотношением

U (α1) = K (α1)G (α1) , α1 ∈ σ. (1.3)

Для трансформант Фурье по горизонтальной координате введены обозначения U (α1) =
= V u (x1,0), G (α1) = V g (x1,0), V — оператор прямого преобразования Фурье.

Идеальное сцепление с верхней гранью подложки предполагает

u± (x1) = u (x1,0) , g± (x1) = g (x1,0) , ±x1 > 0.

Таким образом, для интегральных характеристик имеем

U (α1) = U+ (α1) + U− (α1) , G (α1) = G+ (α1) +G− (α1) , α1 ∈ σ, (1.4)

U± (α1) = V u± (x1) , G± (α1) = V g± (x1) .

Метод собственных функций, описанный в работах [7, 8], дает следующее представление
общих решений (1.1), удовлетворяющих условию ограниченности на заданных полупрямых и
соответствующих принципу предельного поглощения:
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u± (x1) = A±1e∓q±x1 +A±2e±iq±x1+

+ V −1 (x1)
[
R−1

± (α1) (ε±5G± (α1) +B± (α1))
]
, ±x1 > 0, (1.5)

где A±j , j = 1, 2 — постоянные; V −1 — оператор обратного преобразования Фурье, q± ∈ R,
q± > 0 — корни уравнений

R± (α1) = 0; R± (α1) = ε±3 (α1 − q±) (α1 − iq±) (α1 + q±) (α1 + iq±) ;

B+ (α1) = V b (x1) = eiα1x
0
1 ; B− (α1) = 0.

В трансформантах соотношения (1.5) имеют вид

U± (α1) =
±iA±1

α1 ± iq+
+

±iA±2

α1 ± q±
+
{
R−1

± (α1) [ε±5G± (α1) +B± (α1)]
}±
σ
, α1 ∈ σ,

где G+ (α1) — функция, регулярная выше контура σ, а G− (α1) — ниже. Представим последние
слагаемые правой части в виде{

R−1
± (α1) [ε±5G± (α1) +B± (α1)]

}±
σ
=

= R−1
± (α1) [ε±5G± (α1) +B± (α1)]−

{
R−1

± (α1) [ε±5G± (α1) +B± (α1)]
}∓
σ
.

Произведя факторизацию этих выражений, трансформанты смещений пластин можно записать
в форме

U± (α1) =
±iA±1

α1 ± iq±
+

±iA±2

α1 ± q±
+R−1

± (α1) [ε±5G± (α1) +B± (α1)]∓

∓ 1

4q3±ε±3

[
ε±5G± (±q±)

α1 ∓ q±
+

iε±5G± (±iq±)
α1 ∓ iq±

+
B± (±q±)

α1 ∓ q±
+

iB± (±iq±)
α1 ∓ iq±

]
, α1 ∈ σ. (1.6)

В (1.6) значения G± (±q±) являются неизвестными и подлежат определению.
Из (1.6) с учетом (1.3), (1.4) можно получить представления для трансформант U± (α1)

смещений поверхности пластин

U± =
(
Nσ

±
)±1

[
{D+Q0+}±σ + {D−Q0−}±σ +

+

2∑
j=1

(
A+j {D+Qj+}±σ +A−j {D−Qj−}±σ

)
+G+ (q+)

{
D+Q

q
1+

}±
σ
+G+ (iq+)

{
D+Q

q
2+

}±
σ
+

+G− (−q−)
{
D−Q

q
1−

}±
σ
+G− (−iq−)

{
D−Q

q
2−

}±
σ

]
. (1.7)

Здесь введены обозначения Nσ
± (α1) для результатов факторизации относительно контура σ

в виде произведения N (α1) = Nσ
+ (α1)N

σ
− (α1) функции

N (α1) = {N1 (α1)R+ (α1)}−1
N2 (α1)R− (α1) ;

N1 (α1) = ε−1
+5K (α1)−R−1

+ (α1) ; N2 (α1) = ε−1
−5K (α1)−R−1

− (α1) ;

Q1± =
±iR±

α1 ± iq±
; Q2± =

±iR±

α1 ± q±
;

D± = ε±5

(
Nσ

+

)−1 {N1 (α1)R+ (α1)}−1
K;

Qq
1± = ± R±

4q3±ε±3

ε±5

α1 ∓ q±
; Qq

2± = ± R±

4q3±ε±3

iε±5

α1 ∓ iq±
;
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Q0± = B± ± R±

4q3±ε±3

[
B± (±q±)

α1 ∓ q±
+

iB± (±iq±)
α1 ∓ iq±

]
.

Функция N (α1) факторизуется приближенно, способы ее аппроксимации и факторизации по-
дробно описаны в [8]. Использование для аппроксимации функций K (α1) и N (α1) с заданной
точностью функций, допускающих несложную факторизацию, обеспечивает возможность на-
хождения оригиналов по интегральным трансформантам соотношений (1.7) UA

± (α1) ≈ U± (α1)
аналитически.

Выражения (1.7) для UA
± (α1) включают неизвестные значения трансформант напряжений

в нулях R± (α1). Для исключения G+ (q1), G+ (iq1), G− (−q2), G− (−iq2) из приближенных
выражений для UA

± (α1) находим UA
+ (q1), UA

+ (iq1), UA
− (−q2), UA

− (−iq2) и, подставив их вместо
соответствующих трансформант смещений, определяем из линейной системы G+ (q1), G+ (iq1),
G− (−q2), G− (−iq2).

Далее из интегральных характеристик UA
± (α1) путем применения обратного преобразования

Фурье получим
u± (x1) ≈ uA

± (x1) = V −1UA
± (α1) , ±x1 > 0.

Произвольные константы A±j , j = 1, 2, входящие в представление искомых смещений uA
± (x1),

определяются из граничных условий в области контакта пластин (1.2).

2. Результаты численного моделирования

Описанный алгоритм позволил провести расчеты для граничных условий (1.2) на стыке
пластин при варьировании свойств покрытия и частоты.

Ниже все численные результаты приводятся в безразмерном виде, исходя из следующих
значений параметров пластин покрытия: ρ+ = ρ− = 1, µ+ = 1, ν+ = ν− = 0,124. Линейные
размеры отнесены к толщине правой пластины покрытия, а плотности — к величине плотности
правой пластины. Для материала упругого основания ρ = 1,064, µ = 1,58. В качестве источника
колебаний задана сосредоточенная вертикальная нагрузка в точке x0 = 5. Безразмерная
частота — ω̄ = ωh+

√
ρ+/µ+, где ω — размерная частота. Коэффициент k принят равным 0,5.

Жесткость левой пластины существенно влияет на амплитуду смещений поверхности за
разломом. Так на рис. 1 приведены графики модуля, вещественной и мнимой частей смещения
поверхности для случая µ−/µ+ = 5 (рис. 1а) и µ−/µ+ = 0,2 (рис. 1б) при ω̄ = 2,5.

Смещения поверхности системы для одинаковых пластин покрытия для того же условия
(1.2) представлены на рис. 2.

Рис. 3 иллюстрирует две отраженные от разлома моды для граничного условия (1.2)
на частоте ω̄ = 2 для k = 0,5, темная линия соответствует вещественной части, светлая —
мнимой. Левая пластина при этом является более жесткой, чем правая (µ−/µ+ = 5). Рис. 4
соответствует значению k = 5.

В качестве примера на рис. 5 приведены частотные зависимости модуля смещения поверх-
ности в различных точках. Очевидно, модуль смещения нагруженной пластины с ростом
частоты меняется сильнее.

По приведенным результатам расчетов можно судить о влиянии характеристик пластин и ча-
стоты на картину волнового процесса в рассматриваемой структуре при «вязком» зацеплении
элементов покрытия.

Заключение

В работе представлен аналитико-численный метод решения краевых задач об установив-
шихся колебаниях упругой среды с покрытием, моделируемым протяженными пластинами.
Приведены результаты численной реализации разработанных алгоритмов для задачи, моде-
лирующей динамику контактирующих литосферных структур, находящихся под действием
поверхностной нагрузки, для одного из возможных условий контакта на разломе.

Рассмотренная в проекте математическая модель литосферных отдельностей корового уров-
ня дает возможность исследовать характеристики напряженно-деформированного состояния
структур с покрытием. Результаты могут быть использованы в целях определения наличия
и типов разломов на основе данных измерений сигнала от виброисточника.
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Рис. 1. Смещения поверхности для различных соотношений жесткости пластин, а) левая пластина
более жесткая, б) правая пластина более жесткая: светлая линия — мнимая часть, темная

пунктирная линия — вещественная часть, темная сплошная — модуль смещения

Fig. 1. Surface displacements for different ratios of plate stiffness, а) the left plate is more rigid, б) the right plate
is more rigid: light line – imaginary part, dark dotted line – real part, dark solid – displacement modulus
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Рис. 2. Смещения поверхности для одинаковых пластин, а) ω̄ = 1,8, б) ω̄ = 4,1: светлая линия —
мнимая часть, темная пунктирная линия — вещественная часть, темная сплошная — модуль

смещения

Fig. 2. Surface displacements for identical plates, а) ω̄ = 1.8, б) ω̄ = 4.1: light line – imaginary part, dark dotted
line – real part, dark solid – displacement modulus
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Рис. 3. Отраженные от разлома волны на частоте ω̄ = 2 для k = 0,5: а) первая мода, б) вторая

Fig. 3. Waves reflected from the fault at frequency ω̄ = 2 for k = 0.5: а) first mode, б) second
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Рис. 4. Отраженные от разлома волны на частоте ω̄ = 2 для k = 5: а) первая мода, б) вторая

Fig. 4. Waves reflected from the fault at frequency ω̄ = 2 for k = 5: а) first mode, б) second
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Рис. 5. Частотная зависимость модуля смещения поверхности в различных точках покрытия:
сплошная линия — в точке правой пластины за источником x1 = 10, линия с маркерами — в точке
правой пластины перед источником x1 = 2,5, пунктирная линия — в точке левой пластины x1 = −5

Fig. 5. Frequency dependence of the surface displacement modulus at various points of the coating: solid line –
at the point of the right plate behind the source x1 = 10, line with markers – at the point of the right plate in front

of the source x1 = 2,5, dotted line – at the point of the left plate x1 = −5
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Помимо сейсмологии и геофизики (изучении индуцированной региональной сейсмичности,
решении задач вибрационной геофизики, геологическом картировании) результаты могут
в дальнейшем представлять интерес для таких областей как материаловедение (изучение
динамики вертикальных дефектов в тонкостенных элементах). Предложенный подход может
быть обобщен для случая слоистого основания, а также оснований сложной структуры. Разра-
ботанный метод применим без принципиальных изменений для решения задач с многослойным
основанием, при этом могут быть использованы предложенные алгоритмы.
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