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Аннотация. Работа посвящена численному исследованию конвекции несжимаемой теплопроводной
жидкости в пористой круговой области при подогреве снизу. На основе модели Дарси с использованием
смещенных сеток развита численная схема конечных разностей для решения уравнений в полярных
координатах. Предложены специальные аппроксимации в окрестности полюса круговой области для
задачи относительно функции тока и температуры. Показано, что разработанная схема сохраняет
косимметрию задачи. Представлены результаты вычисления критических значений чисел Рэлея для
задачи с линейным по высоте распределением температуры на границе.
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Abstract. The work is devoted to the numerical investigation of the convection of an incompressible heat-
conducting fluid in a circle domain filled by porous media and heated from below. Based on the Darcy
model using staggered grids, a numerical finite-difference scheme for solving equations in polar coordinates
is developed. Discretization with a five-point stencil is used to provide a second order of accuracy. We
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Введение

Актуальность исследования конвекции в пористых средах обусловлена различными науч-
ными и техническими приложениями в геофизике и энергетике, например, при моделировании
процессов в мантии земного шара или при хранении ядерных и других отходов [1, 2]. Для
этого, как правило, применяются численные методы решения задач, формулируемых на основе
моделей Дарси–Буссинеска, Бринкмана и др. [2].

При изучении фильтрационной конвекции Дарси в цилиндре Д.В. Любимовым [3] была
обнаружена мультистабильность — ответвление семейства стационарных конвективных режи-
мов от состояния механического равновесия. Это явление было объяснено В.И. Юдовичем на
основе разработанной им теории косимметрии [4]. В [5] показано, что случай косимметрии не
может быть следствием существования какой-либо непрерывной группы симметрии.

Задачи об анализе конвективных движений в основном рассматривались на основе декарто-
вых или криволинейных координат без учёта особых точек в цилиндрических и сферических
системах координат [6]. Например, для задачи Дарси в [7–9] цилиндрические координаты
применялись при анализе конвективных движений для односвязных кольцевых областей, не
включавших полюс.

1. Постановка задачи

Рассматривается конвекция жидкости в круговой области D = [0, R] × [0,2π] (рис. 1),
заполненной пористой средой. На границе задано линейное распределение температуры по
высоте

Tb(φ, t) = T1 + (R+ cosφ)δT, δT =
T2 − T1

2R
. (1.1)

Здесь r и φ — радиальная и азимутальная координаты, t — время, R — радиус круговой области,
T1 и T2 — температуры при y = 0 и y = 2R соответственно, δT — градиент температуры по
высоте. Используется замена T (r, φ, t) = Tb(φ, t) + δTθ(r, φ, t), где θ — девиация температуры.

Рис. 1. Круговая область

Fig. 1. Circular area

Далее используется система безразмерных уравнений конвекции в полярных координа-
тах [10,11], состоящая из уравнения, связывающего девиацию температуры и функцию тока,
и уравнения теплопроводности

0 = ∆ψ − λG(θ), ∆ =
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2
∂2

∂φ2
, (1.2)

∂θ

∂t
= ∆θ +G(ψ)− J(ψ, θ), J(ψ, θ) = −1

r

∂ψ

∂φ
q1 +

∂ψ

∂r
q2, (1.3)

где

G(θ) =
1

r

∂

∂φ
(θ cosφ) +

1

r

∂

∂r
(rφ) sinφ, (1.4)
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q1 = −∂θ
∂r
, q2 = −1

r

∂θ

∂φ
. (1.5)

Число Рэлея λ вычисляется следующим образом [10,11]:

λ =
gβl2δT

kα
. (1.6)

Здесь g — ускорение свободного падения, β — температурный коэффициент линейного расши-
рения, l — масштаб длины, k = ν/K — отношение кинематической вязкости к проницаемости
среды, α = χ

cpρ
— температуропроводность, χ — коэффициент теплопроводности, cp — изобар-

ная удельная теплоёмкость, ρ — плотность.
Для системы (1.2)–(1.6) задаются условия в центре круговой области (r = 0)

∂ψ

∂r
= 0, q1 = 0 (1.7)

и на границе (r = R)
ψ = 0, θ = 0. (1.8)

Система уравнений (1.2)–(1.8) является косимметричной в смысле определения В. И. Юдо-
вича [4]. Действительно, вектор L = (θ,−ψ) ортогонален вектору правой части (1.2)–(1.3) с
учетом (1.7)–(1.8) и не обращается в нуль для ψ ̸= 0. В [5] показано, что в случае плоской
задачи конвекции Дарси первое критическое значение числа Рэлея λcr является двукратным
для произвольной области. При λ < λcr состояние покоя ψ = θ = 0 устойчиво.

2. Дискретизация системы уравнений

Для численного исследования задачи (1.2)–(1.8) используется метод конечных разностей,
аналогично [8]. Вводятся равномерные сетки по координатам

rj = (j − 1/2)hr, j = 1, Nr, hr =
R

Nr − 1/2
, (2.1)

φi = ihφ, i = 0, Nφ, hφ =
2π

Nφ
, (2.2)

где Nr, Nφ — число узлов, hr, hφ — шаги. Также используются смещённые сетки

rj−1/2 = (j − 1)hr, j = 1, Nr, (2.3)

φi−1/2 = (i− 1/2)hφ, i = 1, Nφ. (2.4)

На двухточечных шаблонах определяются разностные операторы первых производных, а
также операторы вычисления среднего для целых и полуцелых индексов j и i:

(δ1θ)
i
j−1/2 =

θij − θij−1

hr
, (δ2θ)

i−1/2
j =

θij − θi−1
j

hφ
, (2.5)

(δ10θ)
i
j−1/2 =

θij − θij−1

2
, (δ20θ)

i−1/2
j =

θij − θi−1
j

2
, (2.6)

С помощью данных формул строятся операторы для вычисления разностных производных
и среднего на четырёхточечном шаблоне

(d0θ)
i
j = (δ10δ

2
0θ)

i
j , (d1θ)

i
j = (δ20δ1θ)

i
j , (d2θ)

i
j = (δ10δ2θ)

i
j , (2.7)

и разностные операторы первых производных на трёхточечных шаблонах

(D1θ)
i
j = (δ10δ1θ)

i
j , (D2θ)

i
j = (δ20δ2θ)

i
j , (2.8)
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а также дискретный аналог лапласиана

∆hθ
i
j =

(
1

r
δ1(rδ1θ) +

1

r2
δ2δ2θ

)i

j

=
1

rj
(δ1rq1)

i
j +

1

rj
(δ2rq2)

i
j . (2.9)

Данные формулы позволяют обеспечить второй порядок аппроксимации системы уравнений
(1.2)–(1.8) для внутренних узлов сетки аналогично проведенному в [7–9] для случаев, исклю-
чавших полюс. В настоящей работе предлагается специальная аппроксимация для включения
центра круговой области в разностную схему, порядок далее также определяется с помощью
вычислительного эксперимента и процесса Эйткена [12].

Для аппроксимации уравнений (1.2)–(1.8) использовались интегро-интерполяционный ме-
тод [13], формула Ньютона–Лейбница, методы центральных прямоугольников и трапеций.
Уравнения (1.2)–(1.3) интегрировалось по ячейке [rj−1/2, rj+1/2]× [φi−1/2, φi+1/2]. В результате
получаются аппроксимации уравнений (1.2)–(1.8) для внутренних узлов

0 = ∆hψ
i
j − λGi

j(θ), (2.10)

∂θij
∂t

= ∆hθ
i
j +Gi

j(ψ)− J i
j(ψ, θ). (2.11)

Здесь

Gi
j(θ) =

1

rj
(D2θ cosφ)

i
j +

1

rjhφ
(D1rθ)

i
j sinφi sin

hφ
2
, (2.12)

qi1,j−1/2 = −(δ1θ)
i
j−1/2, q

i−1/2
2,j = − 1

rj
(δ2θ)

i−1/2
j , (2.13)

J(ψ, θ)|(rj ,φi)
≈ J i

j(ψ, θ) =
1

3
J i
1,j +

2

3
J i
2,j . (2.14)

Здесь

J i
1,j =

1

rj
[D1(θD2ψ)−D2(θD1ψ)]

i
j , (2.15)

J i
2,j =

1

rj
[d1(d0θd2ψ)− d2(d0θd1ψ)]

i
j . (2.16)

Центру круговой области соответствует узел с номером j = 1/2, и для всех i = 1, Nφ выполня-
ются дискретные аналоги условий (1.7)

(δ1ψ)
i
1/2 = 0, qi1,1/2 = 0. (2.17)

На границе круговой области обнуляются функция тока и девиация температуры (1.8)

ψi
Nr

= 0, θiNr
= 0. (2.18)

Построенные разностные схемы сохраняют косимметрию и дискретные симметрии по
азимутальной координате исходной задачи, что необходимо при численном исследовании
косимметричных задач, характеризующихся сильной неединственностью решений.

3. Численный эксперимент

Полученная в результате дискретизации система уравнений (2.10)–(2.11) может быть
представлена в векторном виде

Θ̇ = AΘ+BΨ+ F, (3.1)

0 = AΨ− λBΘ, (3.2)

40 Экологический вестник научных центров Черноморского экономического сотрудничества. 2023. Т. 20, № 4. С. 37–44.



Kokhanov P.V., Tsybulin V.G. Numerical scheme in polar coordinates for the analysis of convection in porous media

Таблица 1. Критические значения чисел Рэлея λi
j

Table 1. Critical values of Rayleigh numbers λi
j

Сетка λ1
1 λ2

1 = λ1
2 λ2

2

8×8 28,38 78,97 124,57
12×12 25,33 67,71 81,07
16×16 24,34 63,94 70.43
24×24 23,66 61,14 63,74
32×32 23,43 60,11 61,52
36×36 23,37 59,83 60,93
48×48 23,26 59,35 59,96
64×64 23,21 59,08 59,42
80×80 23,18 58,96 59,17

Квадрат, a = 2 19,74 49,35 78,96
Квадрат, a =

√
2 39,48 98,70 157,91

Квадрат, a =
√
π 25,13 62,83 100,53

где ленточная матрица A соответствует дискретному аналогу оператора Лапласа (2.9), лен-
точная матрица B — дискретному аналогу силы всплытия G (2.13), нелинейное слагаемое
F — дискретному аналогу конвективного члена (2.14), Θ — массив узловых значений отклоне-
ния температуры θ размерности (Nr − 1)Nφ, Ψ — массив узловых значений функции тока той
же размерности

Θ =
{
θ11, θ

2
1, . . . , θ

i
j , θ

i+1
j , . . . , θ

Nφ

Nr−1

}
, (3.3)

Ψ =
{
ψ1
1 , ψ

2
1 , . . . , ψ

i
j , ψ

i+1
j , . . . , ψ

Nφ

Nr−1

}
. (3.4)

Например, первая строка матрицы A имеет следующие ненулевые компоненты

A1
1 = − 2

r21h
2
φ

−
r3/2

r1h2r
, A2

1 =
1

r21h
2
φ

, A4
1 =

1

r21h
2
φ

, A1
2 =

r3/2

r1h2r
. (3.5)

Аналогичным образом определяются коэффициенты, которые являются элементами первой
строки матрицы B

B2
1 =

cosφ2

2hφr1
, B4

1 = −cosφ4

2hφr1
, B1

2 =
r2 sinφ1 sin

hφ

2

hrhφr1
. (3.6)

Далее исследовалась спектральная задача для определения порога возникновения конвектив-
ных движений, которая получается из (3.1)–(3.2) при нулевых F и Θ̇. В результате решения
находились критические числа Рэлея λij , где i, j — порядковые номера по азимутальной и
радиальной координатам. Расчёт проводился для круговой области радиуса R = 1 в среде
MATLAB.

В табл. 1 приведены вычисленные критические числа Рэлея λ11, λ21, λ22 для круговой области
при различных дискретизациях. Из таблицы следует, что при увеличении числа узлов сетки
наблюдается сходимость чисел Рэлея λij . Отметим, что в вычислительном эксперименте
получена двукратность этих значений, что подтверждает сохранение косимметрии системы
для разностного аналога задачи.

В табл. 1 также представлены числа Рэлея для квадратной области со стороной a, рассчи-
танные по формуле [10]

λij = 4π4

(
i2

a2
+
j2

a2

)
. (3.7)

Здесь i и j соответствуют порядковым номерам по декартовым координатам x и y.
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Таблица 2. Эффективный порядок точности p

Table 2. Effective precision rank p

Nr / Nφ 12/24/48 16/32/64
12 2,042 2,037
16 2,042 2,019
20 2,042 2,019
24 2.042 2,037

Сравнение критических значений λcr = λ11 для круга λd и различных квадратов (описанного,
вписанного и эквивалентной площади) λq проводилось на сетке 16×16 узлов по формуле [11]

ε =
|λd − λq|

λd
. (3.8)

Видно, что критические значения чисел Рэлея, полученные для квадратной области, равной
площади круговой, близки к значениям для круга ε = 3 %. Для круга и описанного около
него квадрата из (3.8) получено ε = 19 %, для круга и вписанного в него квадрата — ε = 62 %.

Расчет критических чисел Рэлея проводился на последовательности сеток, для уточнения
и оценки порядка точности применялся процесс Эйткена [12]. Вычисления проводились на
сетках с шагами h1 = h, h2 = h/2, h3 = h/4, где величина h = max(hr, hφ) ≡ hφ.

Для оценки эффективного порядка точности аппроксимации p применялась следующая
формула:

p = log2
λ1 − λ2
λ2 − λ3

, (3.9)

где λk — рассчитанные критические значения λ11 для сеток с фиксированным числом узлов
по радиальной координате и разными шагами по азимутальной координате hk = 2π/(kNφ),
k = 1, . . . , 3.

Приведенные в табл. 2 значения вычисленных p показывают сохранение второго порядка
аппроксимации для предложенной дискретизации с размещением в центре круговой области
узла, в котором задается азимутальная скорость и тепловой поток по радиальной координате.

На рис. 2а построены графики зависимости вычисленного числа Рэлея λcr от количества
узлов по азимутальной координате λcr. для трех сеток по радиальной координате (Nr = 16,
24, 36). Аналогично при фиксированном числе узлов по азимутальной координате (Nφ = 16,
24, 36) были построены графики зависимости λcr(Nφ) (рис. 2б).

Из рис. 2 видно, что сходимость для λcr наблюдается при достаточно детальных разбиениях,
причем дискретизация по азимутальной координате требует большего количества узлов.

Заключение

Для уравнений конвекции Дарси в полярных координатах и сеток со смещёнными узлами
предложены специальные разностные аппроксимации системы с функцией тока и темпера-
турой. Построенные конечно-разностные схемы сохраняют косимметрию исходной задачи
и дискретную симметрию по азимутальной координате. Для линейного по высоте профиля
температуры проведены вычисления критических значений чисел Рэлея и дано сопоставление с
критическими числами для близких квадратных областей. Изучена численная сходимость при
росте числа узлов и найдены величины эффективного порядка точности на основе процесса
Эйткена.

Развитые численные схемы будут применены для изучения сценариев конвективных пере-
ходов и проведения эксперимента по вычислению стационарных и колебательных режимов.
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а)

б)

Рис. 2. Графики зависимости критических значений чисел Рэлея от количества узлов: а) λcr(Nφ) при
различных Nr; б) λcr(Nφ) при различных Nφ

Fig. 2. Graphs of the dependence of critical values of Rayleigh numbers on the number of nodes: а) λcr(Nφ) for
different Nr; б) λcr(Nφ) for different Nφ
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