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Abstract. In this paper, we consider a three-dimensional model of wind currents in a reservoir using a system
of complete nonlinear equations of hydrothermodynamics written in traditional approximations. The analysis
is carried out for the model in a dimensionless form with the exclusion of advective and diffusion terms
from the system of equations. The problem is considered in a rectangular area with the assignment of
the tangential stress of wind friction in a special way, which makes it possible to investigate complex
wind situations. Under the above constraints, analytical exact solutions were found for the barotropic and
“additional”, as well as the vertical velocity component for the wind flow model. A solution is presented
with constant wind exposure. In addition, in this work, the components of the shear stress of wind friction
are set in accordance with a special law that allows us to describe rather complex wind situations, and an
analytical solution of the stationary and non-stationary problem is obtained.
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Введение

Численное моделирование динамики океана [1] при решении различных проблем, связанных
с экологическим мониторингом, имеет большое значение. Развитие вычислительной техники
позволило существенно продвинуться в данном направлении, особенно за счет увеличения
дискретизации решаемых задач. Однако исследования, связанные с построением самих мо-
делей, методами их численного решения, также развиваются довольно успешно. Совместное
применение современной вычислительной техники, новых вычислительных схем и алгоритмов
приводит к положительному эффекту при интегрировании таких моделей. При выборе той
или иной модели, описывающей динамику океана, обычно сравнивают результаты, полученные
по одним моделям с другими результатами и известными представлениями о динамических
процессах для данной акватории. Наличие аналитического решения задачи дает возможность
осуществлять обоснованный выбор схем и алгоритмов для численной реализации модели.
Из-за сложности моделей динамики океана существуют аналитические решения для самых
простых постановок, например, модель Стоммела [2–4]. В [5–7] такая задача реализуется
при помощи метода обращения динамического оператора [5] для исследования применяемых
вычислительных схем специального вида для вычисления полей скорости. В данной работе
рассматривается модель, учитывающая переменность скорости по всем трем направлениям,
что позволит анализировать точность вычисления не только ее горизонтальных компонент, но
и вертикальной составляющей. Кроме этого, получены аналитические решения при задании
ветрового воздействия достаточно сложной конфигурации, произведен анализ используемых
разностных схем и представлены аппроксимации для вычисления производных от функ-
ции тока при вычислении горизонтальных компонент поля скорости. Рассмотрим задачу
в безразмерном виде.

1. Задача в безразмерном виде

В рассматриваемой задаче [8] поверхность водоема в плоскости x0y имеет форму прямо-
угольника

Ω0 = [0, r]× [0, q] ,

где H > 0 — его глубина. Оси системы координат направлены следующим образом: 0x — на
восток, 0y — на север, 0z — вертикально вниз. В области Ω = {(x, y, z) | (x, y) ∈ Ω, 0 ⩽ z ⩽ H},
рассмотрим задачу Экмановского типа в безразмерной форме

− ℓv = −∂P s

∂x
+

∂

∂z

(
k
∂u

∂z

)
,

ℓu = −∂P s

∂y
+

∂

∂z

(
k
∂v

∂z

)
,

∂u

∂x
+

∂v

∂y
+

∂w

∂z
= 0,

t > 0, (x, y, z) ∈ Ω0 (1.1)

с граничными условиями{
t > 0, z = 0, (x, y) ∈ Ω0

0

}
: k

∂u

∂z
= −τx, k

∂v

∂z
= −τy, w = 0; (1.2)
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{
t > 0, z = H, (x, y) ∈ Ω0

0

}
: k

∂u

∂z
= −τ bx, , k

∂v

∂z
= −τ by , w = 0; (1.3)

{t > 0, 0 ⩽ z ⩽ H, (x, y) ∈ ∂Ω0} : Unx + V ny = 0. (1.4)

В (1.4) интегральные скорости вводятся следующим образом:

U(t, x, y) =

H∫
0

u(t, x, y, z)dz, V (t, x, y) =

H∫
0

v(t, x, y, z)dz,

а в (1.3) параметризации придонного трения задается следующим образом:

τ bx = µU, τ by = µV, µ ≡ const > 0. (1.5)

Пусть в соответствии с моделью Стоммела имеем

ℓ = ℓ0 + βy, k ≡ const; (1.6)

τx =
Fq

π
cos

(
πy

q

)
, τy = 0.

Горизонтальные компоненты скорости ищем в виде

u = UH−1 + û, v = V H−1 + v̂, (1.7)

где первые слагаемые называются баротропными, а вторые назовем добавочными составляю-
щими скорости.

2. Аналитическое решение. Баротропные составляющие

Каждое уравнение системы (1.1)–(1.6) проинтегрируем по переменной z в пределах от 0 до
H с учетом граничных условий. В результате такого интегрирования получаем задачу для
интегральных скоростей. Исключим градиенты давления с использованием перекрестного
дифференцирования, вводя функцию тока Ψ(x, y) по формулам

U =
∂Ψ

∂y
, V = −∂Ψ

∂x
.

Тогда для функции тока получим следующую постановку:µ

(
∂2Ψ

∂x2
+

∂2Ψ

∂y2

)
+ β

∂Ψ

∂x
= −F sin

(
πy

q

)
, (x, y) ∈ Ω0

0,

Ψ = 0, (x, y) ∈ ∂Ω0;

(2.1)

В итоге интегральные скорости определяются по формулам

U (x, y) = − F

µ (π/q)

(
C1e

Ax + C2e
Bx − 1

)
cos

(
πy

q

)
,

V (x, y) =
F

µ (π/q)
2

(
C1AeAx + C2BeBx

)
sin

(
πy

q

)
,

C1 =
1− eBr

eAr − eBr
, C1 + C2 = 1,

(2.2)

A = − β

2µ
+

√(
β

2µ

)2

+

(
π

q

)2

; B = − β

2µ
−

√(
β

2µ

)2

+

(
π

q

)2

. (2.3)
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3. Аналитическое решение. Добавочные составляющие

В работе [8] получены расчетные формулы для добавочных переменных по всем трем
направлениям скоростей

û =
µV

ℓH
+

η

ℓC (H)

{
−Fq

π
cos

(
πy

q

)
[Sc (H − z)− Cs (H − z)]−

− µ (U + V )Cs (z) + µ (U − V )Sc (z)

}
,

v̂ = −
µU − Fq

π cos
(

πy
q

)
ℓH

+
η

ℓC (H)

{
−Fq

π
cos

(
πy

q

)
[Sc (H − z) + Cs (H − z)] +

+ µ (U − V )Cs (z) + µ (U + V )Sc (z)

}
, (3.1)

Cs(z) = cos (H − z) η sh (H + z) η + cos (H + z) η sh (H − z) η,

Sc(z) = sin (H − z) η ch (H + z) η + sin (H + z) η ch (H − z) η,

C (z) = cos (H − z) η ch (H + z) η − cos (H + z) η ch (H − z) η,

S (z) = sin (H − z) η sh (H + z) η − sin (H + z) η sh (H − z) η,

η =

√
ℓ

2k
,

L (z) =
C (z)

C (H)
− z

H
, M (z) =

S (z)

C (H)
.

4. Аналитическое решение. Вертикальная компонента вектора скорости.

Вертикальную компоненту «w» вектора скорости определяем из уравнения неразрывности,
для этого проинтегрируем уравнение неразрывности по переменной «z» от 0 до z, учитывая
краевое условие (1.2) и уравнение неразрывности для интегральных скоростей

∂U

∂x
+

∂V

∂y
= 0,

можно получить
w (z) = D + C, (4.1)

D =

[
F

ℓ
sin

(
πy

q

)
+

βqF

πℓ2
cos

(
πy

q

)]
L (H − z)+

+

[
βµ

ℓ2
U − βV − F sin (πy/q)

ℓ

]
L (z) +

βµ

ℓ2
VM (z) . (4.2)

Для удобства вычисления величины B, введем следующие функции:

P (z) = (H + z) [cos (H − z) η sh (H + z) η + sin (H + z) η ch (H − z) η] ,

Q (z) = (H + z) [sin (H − z) η ch (H + z) η − cos (H + z) η sh (H − z) η] ;

CY (z) =
β

4kηC (H)
[P (z)− P (−z)] , SY (z) =

β

4kηC (H)
[Q (z)−Q (−z)] .

Тогда окончательно:

C = −Fq

πℓ
cos

(
πy

q

){
CY (H − z)− CY (H)

[
L (H − z) +

H − z

H

]}
−

− µU

ℓ

{
CY (z)− CY (H)

[
L (z) +

z

H

]}
− µV

ℓ
[SY (z)− CY (H)M (z)] . (4.3)

48 Экологический вестник научных центров Черноморского экономического сотрудничества. 2023. Т. 20, № 4. С. 45–52.



Kochergin V. S. et al. Analytical solution of the test problem of Ekman-type wind currents

5. Постоянный ветер

В работе [9] получено аналитическое решение при τx = const, τy = const. В данной по-
становке интегральные скорости тождественно равны нулю U ≡ V ≡ 0. Следовательно
горизонтальные составляющие u, v совпадают с составляющими û, v̂. Кроме того, в силу (1.5)

τ bx = τ by = 0. (5.1)

С учетом краевых условий на поверхности и дне получено

u = û = − τy
ℓH

+
η

ℓC (H)
[(τy + τx)Cs (H − z) + (τy − τx)Sc (H − z)],

v = v̂ =
τx
ℓH

+
η

ℓC (H)
[(τy − τx)Cs (H − z)− (τy + τx)Sc (H − z)].

(5.2)

6. Вертикальная компонента вектора скорости при постоянном ветре

Вертикальную компоненту «w» вектора скорости определяем из уравнения неразрывности.
Для этого проинтегрируем уравнение неразрывности по переменной z от 0 до z, учитывая
краевое условие (1.2). Имеем

w (z) =
β

ℓ2
[τxL(H − z) + τyM(H − z)]− τx

ℓ

{
CY (H − z)− CY (H)

[
L (H − z) +

H − z

H

]}
−

− τy
ℓ
[SY (H − z)− CY (H)M (H − z)] . (6.1)

7. Неоднородный по пространству ветер

В работе [10] получено аналитическое решение при переменном по пространству форсинге
достаточно сложного вида.

Компоненты ветрового воздействия зададим в следующем виде:{
τx = [F1 cos(rlx) + F2 sin(rlx)] cos(qmy),

τy = [G1 cos(rsx) +G2 sin(rsx)] sin(qpy).
(7.1)

Здесь приняты обозначения

rl =
πl

r
; rs =

πs

r
; qm =

πm

q
; qp =

πp

q
;

l, s = 0, 1, 2, . . . ; m, p = 1, 2, . . . .

Таким образом, модель ветра содержит четыре вещественных (F1, F2, G1, G2) и четыре целых
(l, m, s, p) числовых параметра, выбор которых дает возможность описать достаточно общую
ветровую ситуацию. Например, при F1 = Fq/π, F2 = G1 = G2 = 0, l = 0, m = 1 имеем

τx =
Fq

π
cos

(
πy

q

)
, τy = 0, (7.2)

а при

F1 =
Fq

π
, F2 = 0, G1 = −Fq

π
, G2 = 0, l = 0, m = 1 (7.3)

имеем циклон над акваторией.
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8. Основные формулы для стационарной модели

Выпишем все необходимые для программирования формулы. Пусть решение задачи для
функции тока имеет вид

Ψ(x, y) = Ψ1(x, y) + Ψ2(x, y),

где
Ψ1(x, y) =

[
C1e

Ax + C2e
Bx +D1 cos(rlx) +D2 sin(rlx)

]
sin (qmy) ,

D1 =
µ(r2l + q2m)F1 + βrlF2

µ2(r2l + q2m)2 + β2r2l
qm, D2 =

µ(r2l + q2m)F2 − βrlF1

µ2(r2l + q2m)2 + β2r2l
qm.

Тогда

C1 = D1
eBr − (−1)l

eAr − eBr
, C2 = D1

(−1)l − eAr

eAr − eBr
,

A = − β

2µ
+

√(
β

2µ

)2

+ (qm)
2
, B = − β

2µ
−

√(
β

2µ

)2

+ (qm)
2
.

Аналогично для второй составляющей решения имеем

Ψ2(x, y) =
[
C̄1e

Āx + C̄2e
B̄x + D̄1 cos(rsx) + D̄2 sin(rsx)

]
sin(qpy),

D̄1 =
βrsG1 − µ(r2s + q2p)G2

µ2(r2s + q2p)
2 + β2r2s

rs, D̄2 =
µ(r2s + q2p)G1 + βrsG2

µ2(r2s + q2p)
2 + β2r2s

rs,

C̄1 = D̄1
eB̄r − (−1)s

eĀr − eB̄r
, C̄2 = D̄1

(−1)s − eĀr

eĀr − eB̄r

Ā = − β

2µ
+

√(
β

2µ

)2

+ (qp)
2
, B̄ = − β

2µ
−

√(
β

2µ

)2

+ (qp)
2
.

В итоге получим

U (x, y) =
∂

∂y
[Ψ1(x, y) + Ψ2(x, y)] =

= qm
[
C1e

Ax + C2e
Bx +D1 cos(rlx) +D2 sin(rlx)

]
cos (qmy)+

+ qp

[
C̄1e

Āx + C̄2e
B̄x + D̄1 cos(rsx) + D̄2 sin(rsx)

]
cos(qpy); (8.1)

V (x, y) = − ∂

∂x
[Ψ1(x, y) + Ψ2(x, y)] =

= −
[
AC1e

Ax +BC2e
Bx − rlD1 · sin(rlx) + rlD2 cos(rlx)

]
sin (qmy)−

−
[
ĀC̄1e

Āx + B̄C̄2e
B̄x − rsD̄1 sin(rsx) + rsD̄2 cos(rsx)

]
sin(qpy). (8.2)

9. Эволюционная модель

В работе [11] построено решение для эволюционной модели. Множество решений эволюци-
онной задачи

Φ(x, y, t) = Ψ(x, y) + Φ0(x, y, t) =

= Ψ(x, y) + sin (rkx) sin (qny) e
−µt

[
S1 sin

(
αn
kx+

βt

2αn
k

)
+ S2 cos

(
αn
kx+

βt

2αn
k

)]
(9.1)
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Выбор конкретного решения из множества (9.1) определяется выбором параметров S1, S2,
k, n. Интегральные скорости находим по формулам

U(x, y, t) =
∂Ψ

∂y
+ qn sin(rkx) cos(qny)

[
S1 sin

(
αn
kx+

βt

2αn
k

)
+ S2 cos

(
αn
kx+

βt

2αn
k

)]
e−µt, (9.2)

V (x, y, t) = −∂Ψ

∂x
− rk cos(rkx) sin(qny)

[
S1 sin

(
αn
kx+

βt

2αn
k

)
+ S2 cos

(
αn
kx+

βt

2αn
k

)]
e−µt−

− αn
k sin(rkx) sin(qny)

[
S1 cos

(
αn
kx+

βt

2αn
k

)
− S2 sin

(
αn
kx+

βt

2αn
k

)]
e−µt. (9.3)

Напомним, что первые слагаемые в формулах (9.2) и (9.3) являются стационарными инте-
гральными скоростями, их значения вычисляются по формулам (8.1) и (8.2), найденным
в предыдущем разделе.

В работе [12] представлены численные методы решения поставленных задач, проанализиро-
ваны различные разностные дискретизации [13–18] уравнения для функции тока. Показано,
что достаточно хорошей точностью обладает схема Ильина [17]. В работе [19] на основе
интегро-интерполяционного подхода представлена согласованная схема с основной задачей
для аппроксимации производных от функции тока, что важно при вычислении компонент
скорости особенно в области пограничных и внутренних слоев.

Заключение

Представлено аналитическое решение модели ветровой циркуляции для использования его
в качестве тестового решения при анализе схем и алгоритмов при построении адекватных
динамических моделей водоемов. Аналитические выражения для различных компонент поля
скорости получены при ветровом воздействии различной конфигурации.
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