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Аннотация. Рассматривается задача о возбуждении ультразвуковых колебаний пьезоактуатором в
изотропном упругом слое. Его динамическое поведение описывается с использованием полуаналити-
ческого интегрального подхода, в рамках которого воздействие пьезопреобразователя на волновод
учитывается через неизвестную вектор-функцию контактных напряжений. Для ее определения предла-
гается двухэтапная вычислительная схема, в которой на первом этапе динамическая пространственная
контактная задача решается с помощью метода конечных элементов (МКЭ), и из полученного МКЭ-
решения берутся смещения в области, совпадающей по форме с областью контакта, но взятой на
противоположной стороне волновода. На втором этапе искомые контактные напряжения находятся
из решения системы граничных интегральных уравнений, в которых найденные с помощью МКЭ
смещения входят в правую часть. Для верификации предложенного подхода приводится сопоставление
получаемых на его основе результатов с МКЭ-решениями, а также с экспериментальными данными.
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Abstract. The problem of excitation of ultrasonic vibrations by a piezoactuator in an isotropic elastic layer is
considered. Its dynamic behavior is described using a semi-analytical integral approach, in which the effect
of a piezoelectric transducer on a waveguide is taken into account through an unknown vector function of
contact stresses. To determine it, a two-stage computational scheme is proposed, in which, at the first stage,
the dynamic spatial contact problem is solved using the finite element method (FEM), and displacements
in an area coinciding in shape with the contact area, but taken on the opposite side of the waveguide, are
taken from the resulting FEM solution. At the second stage, the required contact voltages are found from
the solution of a system of boundary integral equations in which the displacements found using FEM are
included in the right part. To verify the proposed approach, the results obtained on its basis are compared
with FEM solutions, as well as with experimental data.
Keywords: piezoactuator, isotropic elastic layer, finite element method, integral approach, elastic guided
waves.
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Введение

Пьезоактивные преобразователи, которые устанавливаются на поверхность инженерного
объекта для возбуждения в нем упругих колебаний, являются ключевыми компонентами
систем неразрушающего контроля и мониторинга состояния конструкций на основе бегущих
упругих волн [1, 2]. Наличие адекватных и эффективных с вычислительной точки зрения
компьютерных моделей, описывающих волновые процессы в системе «пьезоактуатор – упругий
слой», необходимо на этапе проектирования таких диагностирующих систем, например, для
оценки пьезопреобразователя конкретного типа как источника упругих колебаний или для оп-
тимизации расположения элементов сенсорно-актуаторной сети, позволяющей контролировать
максимальную площадь конструкции и ее труднодоступные участки.

В инженерной практике распространенным подходом к решению данной задачи является
использование метода конечных элементов (МКЭ) и его модификаций. Однако применение
МКЭ для моделирования волновой динамики протяженных трехмерных конструкций требует
значительных вычислительных ресурсов. Поэтому актуальным является дальнейшее развитие
альтернативных численных схем на основе полуаналитических методов [3,4] или сочетания
сеточной дискретизации с аналитическими представлениями для бегущих упругих волн [5–7],
позволяющих сократить вычислительные затраты и эффективно проводить параметрический
анализ соответствующих волновых процессов.

Для бегущих волн, возбуждаемых заданной поверхностной нагрузкой в упругом изотропном
слое, имеются явные интегральные и асимптотические представления, получаемые в рамках
полуаналитического интегрального подхода [8]. Вся информация об источнике колебаний
входит в них через вектор-функцию контактных напряжений, поэтому, если она известна,
то становится возможным быстрое определение амплитудно-частотных характеристик воз-
буждаемых волн и анализ распределения между ними волновой энергии, поступающей от
источника.

В рамках интегрального подхода задача определения неизвестных контактных напряжений
может быть сведена к интегральному уравнению Винера–Хопфа. При расчете колебаний
пьезопреобразователя используется как МКЭ [7], так и приближенные модели в рамках теории
пластин [9]. В то же время соответствующие компьютерные модели требует либо самостоя-
тельной программной реализации МКЭ-решения, либо их вычислительная эффективность
ограничена случаем пленочных пьезоактуаторов круговой формы.

Для описания работы пьезоэлемента в качестве источника колебаний наименее затратными
являются модели на основе эффективных граничных условий, в которых используются явные
представления для контактных напряжений, приближенно учитывающие особенности динами-
ческого воздействия пьезоактуатора на волновод [3, 4]. Диапазон практической применимости
таких упрощенных подходов ограничен низкими и средними частотами, а с ростом частоты
колебаний отличие численных результатов от экспериментальных становится существенным.

В настоящей работе для определения амплитудных коэффициентов, входящих в явные
асимптотические представления для возбуждаемых в упругом слое пьезоактуатором цилин-
дрических бегущих волн предлагается двухэтапная вычислительная схема. На первом этапе
пространственная контактная задача о динамическом взаимодействии пьезопреобразовате-
ля с упругой подложкой решается с помощью МКЭ с тем, чтобы использовать найденные
контактные напряжения в асимптотиках. Это позволяет учесть его собственную деформа-
цию, а также влияние таких сопутствующих факторов, как наличие клеевой прослойки
между пьезоэлементом и волноводом, сложной геометрии электродирования пьезоэлемента
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Рис. 1. Геометрия задачи

Fig. 1. Geometric representation of the problem

и т.п. на амплитудно-частотные характеристики возбуждаемых им упругих волн. Однако
ввиду негладкости конечно-элементной аппроксимации напряжений в окрестности границ
зоны контакта [10], их непосредственная подстановка в асимптотические представления дает
неустойчивые результаты. Они стабилизируются, если контактные напряжения находятся из
граничных интегральных уравнений (ГИУ), в которых найденные с помощью МКЭ смещения
входят в правую часть, а ядро определяется матрицей Грина подложки. Для преобразователя
произвольной в плане формы численное решение двумерных ГИУ строится с использованием
метода коллокаций, причем в качестве правой части берутся смещения на противоположной
стороне волновода.

Применение двухэтапной схемы для моделирования волновой динамики системы «пьезоак-
туатор – упругий слой» иллюстрируется на решении задачи о возбуждении упругих колебаний
в изотропном слое прямоугольным пьезоэлементом. Наряду с численной и экспериментальной
верификацией расчетных данных, получаемых с использованием предложенного подхода,
приводятся результаты проведенного на его основе анализа влияния толщины и материала
клеевой прослойки между пьезоэлементом и упругим волноводом на закачиваемую в него
энергию.

1. Постановка задачи

Рассматривается упругий однородный изотропный слой, занимающий в декартовой системе
координат (x, y, z) = (x1, x2, x3) область W1 : |x, y| < ∞, −H ⩽ z ⩽ 0. На его поверхности
z = 0 расположен пьезокерамический преобразователь, занимающий область W2 : (x, y) ∈ Ω,
0 ⩽ z ⩽ hp; Ω = W1 ∩W2 (рис. 1).

Динамическое поведение волновода в предположении возбуждения в нем пьезоактуатором
гармонических колебаний описывается уравнениями Ляме

(λ+ µ)∇ divu(1) + µ△u(1) + ρ(1)ω2u(1) = 0, (1.1)

где u(1) = {u(1), v(1), w(1)} = {u(1)
1 , u

(1)
2 , u

(1)
3 } — вектор-функция смещений точек волновода, λ

и µ — константы Ляме для материала слоя, ρ(1) — его плотность; ω = 2πf — безразмерная
круговая частота, f , Гц — размерная частота.

Верхняя и нижняя границы волновода подразумеваются свободными от напряжений всюду,
за исключением области приложения нагрузки — области контакта между пьезоауктуатором
и упругим слоем:

τ
∣∣∣
z=0

=

{
q(x, y), (x, y) ∈ Ω

0, (x, y) /∈ Ω
, τ

∣∣∣
z=−H

= 0. (1.2)

Здесь τ = (τxz, τyz, σz) — вектор напряжений, q(x, y) неизвестная вектор-функция поверх-
ностной нагрузки. Здесь и далее нижние индексы через запятую означают производную по
соответствующей координате, а верхний индекс указывает на принадлежность к области W1

или W2 соответственно.
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Динамика пьезокерамического преобразователя описывается уравнениями движения [11]:

Cijklu
(2)
l,jk + ekijϕ,jk + ρ(2)ω2u

(2)
i = 0,

eiklu
(2)
k,li − εikφ,kl = 0.

(1.3)

Здесь Cijkl — упругие постоянные для материала пьезопреобразователя, ϕ — электрический
потенциал, εik — компоненты тензора диэлектрической проницаемости, eikl — компоненты тен-
зора констант пьезоэлектрических напряжений. Боковые стороны преобразователя свободны
от механических напряжений и электрических смещений D:

σijnj = 0, x ∈ ∂W2 \ {z = 0},
D · n = 0, x ∈ ∂W2 \ {z = 0, z = hp}.

(1.4)

В области контакта между пьезоэлементом и упругим слоем задаются граничные условия
непрерывности механических смещений и напряжений:

u(1)|z=0 = u(2)|z=0,
τ (1)|z=0 = τ (2)|z=0,

(x, y) ∈ Ω. (1.5)

Между свободной (верхней) и контактирующей с волноводом (нижней) поверхностями
пьезопреобразователя задается разность электрических потенциалов V (ω):

ϕ|z=0 = 0,
ϕ|z=hp

= V (ω),
(x, y) ∈ W2, (1.6)

что приводит к возникновению механических деформаций вследствие обратного пьезоэффекта.
Возникающие в таком случае механические напряжения в области контакта соответствуют
функции q(x, y) в граничных условиях (1.2), описывающей воздействие пьезопреобразователя
на волновод. Замыкают постановку задачи условия излучения, в качестве которых используется
принцип предельного поглощения [12].

2. Общая схема решения

Уравнения (1.1)–(1.6) образуют связную электромеханическую краевую задачу, явного
аналитического решения которой не существует. Однако, поскольку пьезопреобразователь
выступает лишь в роли источника колебаний и всё его воздействие на волновод описывается
вектор-функцией q, задача линейной динамической теории упругости (1.1)–(1.2) будет решать-
ся с использованием полуналитического интегрального подхода, тогда как моделирование
электромеханического поведения пьезоэлемента (1.3)–(1.6) будет осуществляться с помощью
МКЭ. В таком случае ключевым вопросом становится построение алгоритма, который бы
позволил связать оба полученных решения так, чтобы они вместе соответствовали решению
исходной задачи (1.1)–(1.6).

2.1. Волновое поле в упругом слое

С использованием полуаналитического интегрального похода и техники интегрального
преобразования Фурье вектор-функция смещений u(1)(x, ω) может быть представлена в следу-
ющем виде [13]:

u(1)(x) =

∫∫
Ω

k(x− ξ, y − η, z)q(ξ, η) dξ dη =

=
1

4π2

∫
Γ1

∫
Γ2

K(α1, α2, z)Q(α1, α2)e
−i(α1x+α2y) dα1 dα2, (2.1)
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где K = Fxy[k(x)] и Q = Fxy[q] — Фурье-символы (результаты применения преобразования Фу-
рье F по горизонтальным координатам x и y) матрицы Грина k(x) для свободного изотропного
слоя и вектор-функции q(x, y). Через α1 и α2 обозначены параметры преобразования Фурье,
Γ1 и Γ2 — контуры интегрирования, проходящие вдоль вещественных осей α1 и α2 и отклоняю-
щиеся от них в комплексную плоскость при обходе вещественных полюсов элементов матрицы
K в соответствии с принципом предельного поглощения. Алгоритм построения K(α1, α2, z) в
случае изотропного слоя приводится, например, в работе [14]. В дальней зоне с использованием
асимптотик интеграла (2.1) можно получить явные аналитические представления для бегущих
волн, возбуждаемых нагрузкой q [15]:

u(r, φ, z) =
∑
n

an(φ, z)e
iζnr

√
ζnr

+O((ζnr)
−3/2), ζnr → ∞, (2.2)

где

an =

√
i

2π
resK(−α,φ, z)|α=ζn

Qn, Qn = Q(−ζn, φ), (2.3){
x = r cosφ,

y = r sinφ,

{
α1 = α cos γ,

α2 = α sin γ,

r =
√

x2 + y2, α =
√

α1
2 + α2

2, 0 ⩽ φ, γ < 2π,

ζn — вещественные и комплекснозначные волновые числа (полюса Фурье-символа матрицы
Грина) нормальных мод.

Таким образом, из представлений (2.1)–(2.3) следует, что для построения функции u,
описывающей колебания среды с учетом воздействия на нее пьезоактуатора, необходимо
предварительно определить вид соответствующей функции поверхностной нагрузки q.

2.2. Двухэтапная схема построения вектор-функции поверхностной нагрузки

Для отыскания неизвестной вектор-функции q можно воспользоваться подходом, пред-
ложенным в работах [16, 17] для случая плоской деформации или в предположении осевой
симметрии. Сначала с использованием МКЭ решается задача о динамическом взаимодействии
пьезопреобразователя и упругого слоя. При этом рассматривается ограниченная расчетная
область, а для моделирования оттока энергии бегущих волн на бесконечность к ее боковым
торцам присоединяются дополнительные конечные области прямоугольной формы с гради-
ентно возрастающей вязкостью. Далее, из полученного МКЭ-решения на равномерной сетке
извлекаются значения вектора контактных напряжений между пьезоактуатором с подложкой,
которые используются для поточечной аппроксимации q.

Сложность реализации такой схемы заключается в том, что контактные напряжения име-
ют корневую особенность при приближении к границам области контакта [18], а на самих
же границах терпят разрыв. В таком случае средств программной реализации МКЭ может
оказаться недостаточно для получения численно устойчивого решения. В то же время упругие
смещения непрерывны при переходе через границу области контакта, хотя и демонстрируют
относительно резкое изменение амплитуд из-за существенной разницы упругих свойств со-
стыкованных материалов. На противоположной стороне волновода поверхностные объекты
отсутствуют, а потому для смещений характерно гладкое поведение. В качестве иллюстрации
на рис. 3 (графики а, б) приводятся получаемые с использованием МКЭ-пакета COMSOL
Multiphysics 5.6 значения амплитуд вертикальной компоненты напряжений |σz| и смещений |uz|
в области контакта между прямоугольным пьезопреобразователем размерами 10×30×0,2 мм3,
изготовленного из пьезокерамики PIC151 [19], и упругим слоем из алюминия (модуль Юнга
E = 70 ГПа, коэффициент Пуассона ν = 0,33, плотность ρ = 2700 кг/м3) толщины H = 2
мм, рассчитанные вдоль отрезков координатных осей (см. соответствующую схему). На гра-
фиках (в) на обоих рисунках приведены также значения |uz|, рассчитанные вдоль тех же
отрезков, но на противоположной стороне волновода z = −H, иллюстрирующие гладкое и
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Рис. 2. Модули вертикальных напряжений (а) и смещений в области контакта
(б) и на противоположной стороне волновода (в) вдоль оси Ox на частоте f = 200 кГц;

граница актуатора обозначена вертикальной пунктирной линией

Fig. 2. Modules of vertical stresses (а) and displacements in the contact area (б) and on the opposite side
of the waveguide (в) along Ox axis at a frequency of f = 200 kHz; the actuator boundary is indicated

by a vertical dotted line
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Рис. 3. Модули вертикальных напряжений (а) и смещений в области контакта
(б) и на противоположной стороне волновода (в) вдоль оси Oy на частоте f = 200 кГц;

граница актуатора обозначена вертикальной пунктирной линией

Fig. 3. Modules of vertical stresses (а) and displacements in the contact area (б) and on the opposite side
of the waveguide (в) along Oy axis at a frequency of f = 200 kHz; the actuator boundary is indicated

by a vertical dotted line

непрерывное подведение амплитуд смещений. Для моделирования бесконечно-протяженной
по горизонтальным координатам упругой подложки использовались идеально согласованные
слои (PML — Perfectly Matched Layer).

Таким образом, предлагается модифицировать описанный выше алгоритм, извлекая из
МКЭ-решения не контактные напряжения, а смещения, причем в области на нижней поверх-
ности волновода z = −H, соответствующей области контакта. Поиск вектор-функции q(x, y)
осуществляется аналогично случаю решения контактной задачи — перемещения, получаемые
в области {x : (x, y) ∈ Ω, z = −H} с использованием интегрального представления (2.1),
приравниваются к смещениям uF(x, y, z = −H), рассчитанным на основе МКЭ:

1

4π2

∫
Γ1

∫
Γ2

K(α1, α2,−H)Q(α1, α2) e
−i(α1x+α2y) dα1 dα2 = uF(x, y,−H). (2.4)
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Соотношение (2.4) с учетом гладкости матрицы Грина k(x, y, z) при z = −H является
интегральным уравнением Фредгольма первого рода. Для его решения вектор-функция q(x, y)
ищется в виде разложения по полной в L2(Ω) системе функций φk(x, y)

q(x, y) ≈ qa(x, y) =

Nk∑
k=1

ckφk(x, y) (2.5)

с неизвестными коэффициентами ck. В случае произвольной в плане формы области Ω
в качестве φk(x, y) можно рассматривать, например, финитные «шапочки» [20]

φk(x, y) =


2

π

(
1−

(
rk
hk

)2
)
, rk < hk,

0, rk > hk,

(2.6)

где r2k = (x−xk)
2+(y−yk)

2, xk = (xk, yk) и hk — координаты центра и радиус носителя каждой
φk(x, y) соответственно. В предельном случае при hk → 0 функции φk(x, y) вырождаются
в точечные источники φk(x, y) = δ(x− xk).

Неизвестные коэффициенты ck можно определить, используя, например, метод колло-
каций. В этом случае равенство (2.4) рассматривается на наборе точек xl = (xl, yl, −H),
l = 1, 2, . . . , Nk, что приводит к системе линейных алгебраических уравнений Ac = f . Эле-
менты матрицы A = {akl}, k, l = 1, 2, . . . , N , представляющие собой блоки размера 3 × 3,
определяются по следующей формуле:

akl =
1

4π2

∫
Γ1

∫
Γ2

K(α1, α2,−H)Φk(α1, α2) e
−i(α1xl+α2yl) dα1 dα2, (2.7)

где Φk(α1, α2) — Фурье-символ базисной функции из разложения (2.5), а компоненты вектора
правой части системы f = {f i}, i = 1, 2, . . . , N , берутся из МКЭ-решения: f i = uF (xl).

Для упрощения вычисления двойного интеграла (2.7) по бесконечным контурам c учетом
осесимметричности базисных функций (2.6) можно перейти к полярной и цилиндрической
системам координат по (α1, α2) и (x, y, z) соответственно. В таком случае он сводится к
интегралу по полубесконечному контуру вида

akl =
1

2π

∫
Γ

K

(
i
∂

∂x
, i

∂

∂y
, α,−H

)
Φk(αhk)J0(αrkl)α dα, (2.8)

где rkl = |xk − xl|, J0 — функция Бесселя нулевого порядка, контур интегрирования Γ
идет вдоль положительной части вещественной оси, отклоняясь о нее вниз или вверх для
обхода вещественных полюсов Фурье-символа матрицы Грина в соответствии с принципом
предельного поглощения. В случае базисных функций вида (2.6) [20]

Φk(αhk) = 8
J2(αhk)

(αhk)2
,

а для точечных источников Φk ≡ 1.

3. Верификация полученных результатов

Для проверки корректности работы предложенной двухэтапной вычислительной схемы
проводилось сопоставление получаемых на ее основе результатов с МКЭ-расчетами. В качестве
тестовой задачи рассматривалось моделирование возбуждения колебаний прямоугольным
пьезоэлементом в упругом слое из алюминия (параметры пьезоэлемента и упругого волновода
такие же, как приведенные ранее в разделе 2).
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Fig. 4. Comparison of the amplitudes of the elastic displacement components on the lower surface
of the waveguide (а); б) and в) — along the Ox axis at a frequency f = 200 kHz;

г) and д) — at point A depending on the oscillation frequency

На рис. 4 приводятся полученные с использованием разработанного подхода и МКЭ гра-
фики зависимостей амплитуд горизонтальной |ux| и вертикальной |uz| компонент вектора
смещений на поверхности z = −H от горизонтальной координаты при постоянной частоте
колебаний f = 200 кГц (графики б, в) и в фиксированной точке A(20,0,−H) в зависимости
от частоты колебаний (г, д). При реализации двухэтапной схемы в МКЭ-пакете COMSOL
Multiphysics рассматривалась расчетная область размерами 30 × 50 × 2 мм3, обрамленная
PML-блоками шириной 10 мм. Для дискретизации использовались тетраэдральные КЭ с поли-
номами четвертого порядка, максимальный размер которых выбирался по правилу λ̂/5, где λ̂ —
минимальное значение длин распространяющихся волн во всем рассматриваемом частотном
диапазоне. С учетом степени использовавшихся в КЭ полиномов такой выбор шага дискре-
тизации КЭ-сетки обеспечивает достаточное для моделирования задач волновой динамики
количество степеней свободы на длину волны [21]. В качестве базисных функции в разложении
(2.5) использовались точечные источники, равномерно распределенные в области контакта Ω
вплоть до ее границ с шагом hk = h = 0,67 мм (Nk = 675). Горизонтальные координаты точек
коллокаций выбирались совпадающими с центрами точечных источников.

Из графиков видно, что двухэтапная схема дает результаты, совпадающие с хотя и род-
ственным, но полученным независимо численным МКЭ-решением.

Наряду с численной верификацией проводилось также сопоставление с эксперименталь-
ными данными. Для этого использовался экспериментальный образец в виде алюминиевой
пластины (размеры 600 × 600 × 2 мм3, инженерные константы приведены в разделе 2), на
поверхность которой с помощью цианакрилатного клея приклеена прямоугольная пьезокера-
мическая пластина из материала PIC151 с размерами 10 × 30 × 0,2 мм3. На пьезоактуатор
для возбуждения в образце механических колебаний с помощью генератора сигналов произ-
вольной формы Tektronix AFG3021B подавались нестационарные электрические напряжения
(тональная посылка) в виде двух циклов синуса, модулированных синус-окном
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p(t) =


Vα

1

2
sin (2πfct) sin

(
πfct

2

)
, 0 ⩽ t ≤ 2

fc
,

0, t >
2

fc
,

где Vα, B — амплитуда электрических напряжений, fc — центральная частота. На расстоянии
98 мм от центра области контакта на поверхности образца с помощью лазерного вибро-
метра Polytec PSV-500-HV была измерена скорость вертикальной компоненты смещений
vez(x, t) = ue

z,t(x, t).
В рамках рассматриваемой компьютерной модели нестационарный сигнал вычислялся как

суперпозиция его частотного спектра:

vz(x, t) =
1

π
Re

 +∞∫
0

P (ω)(−iω)u(x, ω) e−iωtdω

 . (3.1)

Здесь P (ω) — Фурье-образ тональной посылки p(t), а для расчета интеграла пределы интегри-
рования по ω выбирались таким образом, чтобы в выбранный частотный диапазон входили
все значения |F (ω)| до порога в −40 дБ.

Для более адекватного учета особенностей использовавшегося экспериментального образца
при построении модели в COMSOL в рамках двухэтапного подхода клеевая прослойка между
волноводом и актуатором была также учтена (толщина hgl = 0,02 мм, упругие модули
цианакрилатного клея Egl = 1,7 ГПа, µgl = 0,4, ρgl = 1248 кг/м3). При этом реализация
второго этапа схемы не претерпела изменений, поскольку наличие клея влияет только на
поверхностную нагрузку.

На рис. 5 представлены результаты сопоставления экспериментальных и расчетных волно-
вых сигналов для двух центральных частот fc = 100 и fc = 200 кГц. Наблюдается хорошее
совпадение как амплитуд колебаний, так и времени прихода волновых пакетов, соответствую-
щих фундаментальным симметричной S0 и антисимметричной A0 модам. Соответствующие
частотные спектры нестационарных сигналов также приводятся на рис. 5. В качестве допол-
нительной иллюстрации эффективности предложенного подхода на обоих рисунках штрих-
пунктирными линиями показаны результаты, получаемые на основе модели эффективных
граничных условий (модели точечных сил) [4]. Видно, что, даже несмотря на малую толщину
пьезоактуатора, упрощенный подход в отличие от двухэтапной схемы адекватно описывает
экспериментальные данные только на относительно низких частотах.

4. Влияние клеевой прослойки на энергетические характеристики

Клеевая прослойка, через которую пьезоактуатор контактирует с волноводом, может
значимым образом влиять на возбуждаемые им волновые поля [22]. Степень такого воздействия
зависит как от типа используемого клея, так и толщины самой прослойки. Для демонстрации
влияния данных параметров на динамическое поведение системы «пьезоактуатор – упругий
волновод» с использованием разработанной двухэтапной схемы рассчитывалась волновая
энергия, закачиваемая поверхностным пьезоэлементом в упругий слой [23]

E0 = − ω

8π2
Im

∫
Γ1

∫
Γ2

(K(α1, α2,0)Qa(α1, α2),Qa(α
∗
1, α

∗
2)) dα, (4.1)

где звездочкой обозначена операция комплексного сопряжения, и Qa(α1, α2) вычислялся на
основе соотношения (2.5). Кроме того, рассматривались вклад энергии, уносимой фундамен-
тальными волнами Лэмба на бесконечность через цилиндрическое сечение волновода, в общую
энергию E0 [23]

Ê0,n =

 2π∫
0

En(φ)dφ

/E0, (4.2)
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Рис. 5. Сопоставление скоростей вертикальной компоненты смещений для центральных частот:
а) fc = 100 кГц; б) fc = 200 кГц

Fig. 5. Comparison of the velocities of the vertical displacement component for central frequencies: а) fc = 100 kHz;
б) fc = 200 kHz

En(φ) =

0∫
−H

er,n(r, φ, z) dz, r → ∞

er(r, φ, z) = − ω

8π2
Im [un(r, φ, z) · τ r,n(r, φ, z)] .

Здесь нижний индекс n соответствует конкретной нормальной моде в разложении (2.3),
использовавшемся в (4.2) для вычисления векторов смещений un и напряжений τ r,n. Указанные
напряжения вычислялись вдоль вектора нормали к боковой поверхности цилиндра.

В качестве примера рассматривались два типа клеевой прослойки: слой цианакрилатного
клея (параметры приведены в разделе 3) и слой двухсторонней клейкой ленты (модуль Юнга
Egl = 0,5 ГПа, коэффициент Пуассона νgl = 0,4 плотность ρgl = 930 кг/м3) [24] и использовался
тот же пьезоэлемент, что и в разделах 2 и 3.

На рис. 6 представлены поверхности E0 и Ê0,n для мод A0 и S0 в случае цианакрилатного
клея и клейкой ленты соответственно в зависимости от частоты колебаний и толщины клеевой
прослойки hgl. Поверхность общей энергии нормирована относительно наибольшего значения
E0 в рассматриваемом диапазоне изменения параметров f и hgl.

Из представленных результатов видно, что на относительно низких частотах колебаний
толщина клеевой прослойки и ее упругие свойства оказывают незначительное влияние на
перераспределение волновой энергии между фундаментальными модами. С ростом частоты
на графиках E0 наблюдается появление близких к вертикальным областей высоких значений
данного параметра, обусловленных влиянием собственных частот пьезоэлемента и соответству-
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Рис. 6. Энергетические характеристики в случае установки пьезокерамического преобразователя
с использованием цианакрилатного клея (а, б, в)

и с использованием двухсторонней клейкой ленты (г, д, е)

Fig. 6. Energy characteristics in the case of installing a piezoceramic transducer using cyanoacrylate glue (а, б, в)
and using double-sided adhesive tape (г, д, е)

ющим резонансным характером его взаимодействия с упругой подложкой. При этом в случае
более мягкого материала (двухсторонняя клейкая лента) такие полосы начинают проявляться
на более низких частотах колебаний из-за меньшей механической связности актуатора и
подложки.

Заключение

Предложенная в настоящей статье двухэтапная вычислительная схема для моделирования
процессов возбуждения упругих колебаний в изотропном слое произвольным в плане формы
пьезопреобразователем и их распространения по волноводу основана на совместном использова-
нии метода конечных элементов и полуаналитического интегрального подхода. Получаемые на
ее основе результаты верифицированы конечноэлементными расчетными и экспериментальны-
ми данными. К основным особенностям разработанного подхода можно отнести относительную
простоту его реализации, отсутствие необходимости в конечно-элементной дискретизации
протяженных трехмерных областей, естественный учет сложной геометрии пьезоэлемента и
сопутствующих факторов (наличие клеевой прослойки, сложной формы электродирования),
а также возможность использования эффективных асимптотических представлений волновых
полей, несущих в себе информацию об особенностях источника колебаний, для последующего
анализа соответствующих волновых процессов. Единственным ограничением, возникающим
при применении предложенной двухэтапной схемы, является невозможность ее использования
в частотных диапазонах обратных волн Лэмба, что следует из особенностей стандартных PML-
условий, применяемых на первом этапе для моделирования открытого волновода. Дальнейшие
исследования по данной тематике будут направлены на модификацию подхода с целью учета
в нем не только пьезопреобразователя, но сенсорных элементов, а также адаптацию на случай
многослойных изотропных волноводов.
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