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Abstract. To study composites in the form of layered orthotropic shells under conditions of different
predominance of fiber reinforcement stiffness, the possibilities of a number of simplifying techniques for
the transition from a system of partial differential equations to a single partial differential equation with
respect to the deflection function are demonstrated. Studies show that the phenomenon of cross-shear
compliance strongly affects the operation of structures made of orthotropic fiber-reinforced materials.
In particular, this applies to the problems of the effect of local loads on orthotropic shells, because near
the concentrated load, the shell experiences significant transverse deformations. A technique has been
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the obtained equation for layered orthotropic shells, as a special case, an equation for layered transversally
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Введение

Разработка и расчет конструкций, сочетающих в себе легкость и экономичность, с одной
стороны, и высокую прочность, жесткость, устойчивость и надежность, с другой стороны,
является актуальным для современных ответственных слоистых тонкостенных элементов,
применяемых в авиа-, судостроении, в химическом машиностроении и др. Для успешного
сочетания вышеперечисленных свойств вполне оправданным представляется использование
в конструкциях ортотропных пластин и оболочек, изготовленных из композиционных матери-
алов [1–10].

Сечения, нормальные к срединной поверхности, тонкостенной оболочки, изготовленной
из композиционных материалов, до деформации, в процессе деформации отклоняются от
нормали на некоторый угол поперечного сдвига. Это связано тем, что оболочка имеет слоистую
структуру, причем каждый слой при изгибе сдвигается относительно соседнего слоя из-за
малой податливости связующего (смолы, клея) в касательном направлении. Чем больше
податливость, тем хуже выполняются гипотезы Кирхгофа–Лява и тем обоснованнее становится
использование модели оболочки типа Тимошенко.

Исследования показывают, что явление податливости поперечному сдвигу сильно влияет на
работу конструкции из ортотропных материалов, армированных волокнами. Вышесказанное
является особенно важным для задач в условиях действия локальных нагрузок на ортотроп-
ные оболочки, т.к. вблизи сосредоточенной нагрузки оболочка испытывает значительные
поперечные деформации.

В статье продемонстрированы возможности ряда упрощающих методик по переходу от
системы дифференциальных уравнений в частных производных к одному дифференциальному
уравнению в частных производных относительно прогиба для трансверсально-изотропных
и ортотропных оболочек.

Проверка правильности предложенных методик была продемонстрирована на исследовании
прогибов свободно опертой по торцам ортотропной оболочки в условиях различного преоблада-
ния жесткости армирования волокон при действии нагрузки по малой площадке. Полученные
результаты мало отличаются от результатов, полученных с помощью комплексных уравнений,
что подтверждает их пригодность для инженерных расчетов в силу их компактности. Также
приводится методика решения задачи изгиба пологой ортотропной оболочки под действием
поперечной нагрузки с помощью комплексного представления уравнения теории оболочек.

1. Предварительные сведения

В тонкостенных конструкциях, изготовленных из композиционных материалов, сечения,
нормальные к срединной поверхности до деформации, в процессе деформации отклоняются
от нормали на некоторый угол, называемый углом поперечного сдвига. Это объясняется тем,
что оболочка имеет слоистую структуру (волокна в эпоксидной смоле), причем каждый слой
при изгибе сдвигается относительно соседнего слоя по причине малой податливости смолы
(клея) в касательном направлении. Такая податливость характеризуется отношением модуля
упругости Юнга (модуля упругости первого рода) к модулю поперечного сдвига (модулю
упругости второго рода) Ej/G̃j3 (j = 1, 2), которая для стеклопластиков может быть равной
от 10 до 50, а для боропластиков может доходить и до 100. Причем, чем больше это отношение,
тем хуже выполняются гипотезы Кирхгофа–Лява. Учет существенной анизотропии материала
требует отказа от принятых схем решения для изотропных и слабо анизотропных оболочек.

Исследования показывают, что явление податливости поперечному сдвигу сильно влияет
на работу конструкции из ортотропных материалов, армированных волокнами. В частности,
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вышесказанное относится к задачам о действии локальных нагрузок на ортотропные оболоч-
ки, т.к. вблизи сосредоточенной нагрузки оболочка испытывает значительные поперечные
деформации.

2. Постановка задачи

Отказ от кинематической (геометрической) гипотезы Кирхгофа-Лява приводит к созданию
различных моделей оболочки, наиболее распространенной среди которых считается модель
оболочки типа Тимошенко, имеющей дополнительные степени свободы — два независимых
угла поворота сечения ϕ и ψ

ϕ = γ13 −
1

A1

∂w

∂α1
+

u

R1
; ψ = γ23 −

1

A2

∂w

∂α2
+

v

R2
, (2.1)

где Aj — параметры Ляме; Rj — главные радиусы кривизны поверхности; γj3 — осредненные
по толщине углы поперечного сдвига между нормалью к срединной поверхности оболочки
и направлением αj (j = 1, 2); u, v и w — тангенциальные перемещения и прогиб соответствен-
но. Углы ϕ и ψ представляют собой полные углы поворота нормального сечения оболочки
в результате изгиба и поперечного сдвига. Если эпюру касательных напряжений τj3 (j = 1, 2)
аппроксимировать параболой (аналог формулы Журавского Д.И. для балок), то перерезыва-
ющие (поперечные) силы по закону Гука можно записать в виде

Q1 = K1γ13; Q2 = K2γ23, (2.2)

где

Kj =
5

6
G̃j3h (j = 1,2) .

Компоненты изменения кривизн в ортотропной цилиндрической оболочке (A1 = A2 = R;
α1 = α; α2 = β) представимы в виде

κ1 =
1

R

∂ϕ

∂α
; κ2 =

1

R

∂ψ

∂β
; 2τ =

1

R

(
∂ϕ

∂β
+
∂ψ

∂α

)
. (2.3)

Соотношения упругости для ортотропных оболочек имеют вид [11]

T1 = B1 (ε1 + ν2ε2) (
→
1,2
←
) S = G̃hω;

M1 = D1 (κ1 + ν2κ2) (
→
1,2
←
) H =

(
G̃h3/6

)
τ, (2.4)

где

B1 =
E1h

1− ν1ν2
, D1 =

E1h
3

12 (1− ν1ν2)
.

Здесь B1 и D1 — жесткости ортотропной оболочки на растяжение и изгиб соответственно;
символ (→1,2

←
) означает, что последующее выражение получается из предыдущего путем пере-

становки индексов; G̃ — модуль сдвига; Ej , νj — модули упругости и коэффициенты Пуассона
j-го направления; Tj , S(Mj , H) — тангенциальные усилия (моменты) j-го направления; εj , ω —
тангенциальные деформации j-го направления.

К вышеприведенным соотношениям упругости (2.4) необходимо добавить также уравнения
(2.2).

Уравнения равновесия круговой цилиндрической оболочки в координатах α, β запишутся
следующим образом (q — нагрузка):

∂T1
∂α

+
∂S

∂β
= 0;

∂T2
∂β

+
∂S

∂α
−Q2 = 0; (2.5)

∂Q1

∂α
+
∂Q2

∂β
+ T2 = Rq;

∂M1

∂α
+
∂H

∂β
= RQ1;

∂M2

∂β
+
∂H

∂α
= RQ2.
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Тангенциальные деформации выражаются через касательные перемещения u, v и прогиб w

ε1 =
1

R

∂u

∂α
; ε2 =

1

R

(
∂v

∂β
+ w

)
; ω =

1

R

(
∂u

∂β
+
∂v

∂α

)
. (2.6)

Если решать задачу в перемещениях и углах поворота, то система (2.1), (2.2), (2.4), (2.5),
(2.6) сводится к пяти дифференциальным уравнениям десятого порядка относительно u, v, w, ϕ,
ψ. Приведем эту систему к одному разрешающему уравнению относительно прогиба w [12, 13].
Сделаем предварительно ряд упрощений, которые вносят погрешность, не превышающую
погрешности, присущей теории тонких оболочек.

Интегрируя второе уравнение (2.5) по β, найдем

T2 =

∫ (
Q2 −

∂S

∂α

)
dβ. (2.7)

В этом уравнении Q2 является второстепенным по сравнению с остальными членами и по-
этому может быть опущен (он характеризует непологость оболочки). Его влияние посредством
выражения (2.7) будет отражено в последующем в третьем уравнении (2.5). Систему (2.5)
заменим следующей:

∂T1
∂α

+
∂S

∂β
= 0;

∂T2
∂β

+
∂S

∂α
= 0; (2.8)

∂2M1

∂α2
+ 2

∂2H

∂α∂β
+
∂2M2

∂β2
−RT2 = −R2q.

Первым двум уравнениям (2.8) удовлетворим с помощью функции усилий F , определяемой
выражениями

T1 =
1

R2

∂2F

∂β2
, T2 =

1

R2

∂2F

∂α2
, S = − 1

R2

∂2F

∂α∂β
. (2.9)

Учитывая (2.7), (2.9) и допуская, что M2 намного больше H, запишем третье уравнение
(2.8) в виде

∂2M1

∂α2
+ 2

∂2H

∂α∂β
+
∂2M2

∂β2
+M2 −

1

R

∂2F

∂α2
= −R2q. (2.10)

Здесь член уравнения M2 учитывает непологость оболочки.
Преобразуем уравнения совместности деформаций

∂2ε1
∂β2

− ∂2ω

∂α∂β
+
∂2ε2
∂α2

=
1

R

∂2w

∂α2
,

подставляя в него соотношения упругости

ε1 =
1

E1hR2

(
∂2F

∂β2
− ν1

∂2F

∂α2

)
; ε2 =

1

E2hR2

(
∂2F

∂α2
− ν2

∂2F

∂β2

)
;

ω = − 1

G̃hR2

∂2F

∂α∂β
.

Тогда получим
∂4F

∂α4
+ 2λ1

∂4F

∂α2∂β2
+ θ

∂4F

∂β4
= RE2h

∂2w

∂α2
, (2.11)

где

2λ1 =
E2

G̃
− 2ν2; θ = δ =

E2

E1
.

Введем новые функции ξ и η, связанные с функциями углов поворота следующим образом:

ϕ =
∂ξ

∂α
+
∂η

∂β
; ψ =

∂ξ

∂β
− ∂η

∂α
, (2.12)
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где ξ — потенциальная (деформационная) составляющая углов поворота, η — вихревая состав-
ляющая углов поворота (характеризует жесткий поворот).

Рассмотрим сначала случай, когда оболочка изготовлена из трансверсально-изотропного
материала. Тогда

K1 = K2; λ1 = θ = 1; ν1 = ν2 = ν; D1 = D2 = D.

При этом уравнение (2.11) перейдет в следующее:

∇4F −REh
∂2w

∂α2
= 0. (2.13)

Используя соотношения упругости и (2.12), из (2.10) получим

µ1∇4ξ = ∇2ξ +
(
∇2 + 1

) w
R
; µ1 =

D1

K1R2
. (2.14)

Два других уравнения относительно ξ, η получим из уравнений моментов (2.5), выразив их
через ϕ, ψ,w с учетом (2.12), используя во второстепенных членах уравнения приближенное
равенство (условие нерастяжимости кольца ε2 ≈ 0)

v ≈ −
∫
w dβ.

Затем, дифференцируя по α и β полученные выражения, складывая и вычитая одно из
другого, найдем

1− ν

2
µ1∇4η = ∇2η − 1

R

∫
∂w

∂α
dβ; (2.15)

∇4ξ +
∂2ξ

∂β2
+ ν

∂2ξ

∂α2
− 1

D

∂2F

∂α2
= −R

3q

D
+ (1− ν)

∂2η

∂α∂β
.

Сделаем оценку членов в уравнениях (2.14), (2.15)

∇4ξ ∼ ∇2w;
∂2η

∂α∂β
∼ ∇−4 ∂

2w

∂α2
.

Следовательно, влияние функции ξ в уравнении (2.15) по сравнению с функцией η таково
же, как соотношение операторов ∇6 и (. . .)αα. Ввиду того, что функция прогибов в цилиндри-
ческой оболочке является существенно возрастающей при дифференцировании по окружной
координате, влиянием функции η в последнем уравнении (2.15) можно пренебречь. Исключая
затем из полученных уравнений функции F и ξ, получим разрешающее уравнение относительно
прогиба

∇6
(
∇2 + 1

)2
w − (1− ν)∇4

(
∇2 + 1

) ∂2w
∂α2

− 4b4
(
µ1∇2 − 1

) ∂4

∂α4
∇2w = −R

4

D
∇6
(
µ1∇2 − 1

)
q.

Как показано Морли [14] подчеркнутым членом в этом уравнении на основании вышеска-
занного можно пренебречь. Поэтому окончательно получаем

∇4
(
∇2 + 1

)2
w − 4b4

(
µ1∇2 − 1

) ∂4w
∂α4

= −R
4

D
∇4
(
µ1∇2 − 1

)
q + f ; (2.16)

∇2f = 0; 4b4 = 12
(
1− ν2

)
γ2.

Уравнение (2.16) при µ1 = 0, f = 0 переходит в уравнение Морли [14], при отбрасывании
единицы в первом члене уравнения, которая существенна для длинных оболочек, — в уравнение
Нагди [15].
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По аналогии со случаем трансверсально-изотропного тела проведем такие же преобра-
зования для ортотропной оболочки. Принимая во внимание вышеприведенные упрощения,
получим

∇∗2
[
∇∗1 + θ

(
∂2

∂β2
+ ν1

∂2

∂α2

)] (
∇2 + 1

)
w − 4b41

(
µ1∇4

K −∇2
) ∂4w
∂α4

=

= −R
4

D1
∇∗2
(
µ1∇4

K −∇2
)
q, (2.17)

где

4b41 = 12 (1− ν1ν2) θγ
2; ∇4

K =
∂4

∂α4
+ (1 +K0) δ1

∂4

∂α2∂β2
+ θK0

∂4

∂β4
;

∇∗1 =
∂4

∂α4
+ 2δ1

∂4

∂α2∂β2
+ θ

∂4

∂β4
; ∇∗2 =

∂4

∂α4
+ 2λ1

∂4

∂α2∂β2
+ θ

∂4

∂β4
;

∇4
1 = ∇∗1 + θ

∂2

∂β2
; ∇4

2 = ∇∗2 + θ
∂2

∂β2
; K0 =

K1

K2
; δ1 = ν2 +

2G̃ (1− ν1ν2)

E1
.

Сделаем следующие преобразования на основе соображений, описанных при выводе урав-
нения (2.16)

∇∗2
[
∇∗1 + θ

(
∂2

∂β2
+ ν1

∂2

∂α2

)] (
∇2 + 1

)
≈ ∇2∇4

1∇4
2; ∇4

K ≈ ∇2

(
∂2

∂α2
+ θK0

∂2

∂β2

)
.

Тогда уравнение (2.17) примет окончательный вид

∇4
1∇4

2w − 4b41

[
µ1

(
∂2

∂α2
+ θK0

∂2

∂β2

)
− 1

]
∂4w

∂α4
=

= −R
4

D1
∇∗2
(
µ1

(
∂2

∂α2
+ θK0

∂2

∂β2

)
− 1

)
q + f ; (2.18)

∇2f = 0.

Для проверки уравнения (2.18) были проведены вычисления прогибов свободно опертой по
торцам ортотропной оболочки при действии нагрузки по малой площадке:

при α = 0; α = α1 = L/R: w = 0; M1 = 0; ψ = 0; v = 0; T1 = 0.
Прогибы под действием сосредоточенной силы имеют логарифмическую особенность, по-

этому приходится распределять равномерно эту нагрузку q по площади 2a× 2β1R с центром
ξ0 = x0

R .
Решение для прогиба в этом случае имеет вид

w∗ (α, β, ξ0) = −12 (1− ν1ν2) γ
3

πα1

{ ∞∑
m=1

[
wm0 +

∞∑
n=1

2wmn
sin (nβ1)

nβ1
cos (nβ)

]
×

× sin (λmξ0)
sin (λma1)

λma1
sin (λmα)

}
, (2.19)

где

w∗ =
wE1

4qaβ1
; a1 =

a

R
; λm =

mπ

α1
;

wmn =
(
λ4m + 2λ1λ

2
mn

2 + θn4
) [
µ1

(
θK0n

2 + λ2m
)
+ 1
]
div

div
{[
λ4m + 2δ1λ

2
mn

2 + θn2
(
n2 − 1

)] [
λ4m + 2λ1λ

2
mn

2 + θn2
(
n2 − 1

)]
+

+ 4b41
[
µ1

(
λ2m + θK0n

2
)
+ 1
]
λ4m
}
,
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Таблица 1. Свойства однонаправленных композитов на основе эпоксидной смолы (волокна занимают
порядка 60% всего объема композита) [18]

E1, ГПа E2, ГПа ν1 ν2 G̃, ГПа Nматер

Углепластик
(волокна AS)

140 8,96 0,3 0,0192 7,1 1

Углепластик
(волокна IM6)

200 11,1 0,32 0,01776 8,35 2

Органопластик
(волокна кевлар-49)

76 5,5 0,33 0,023882 2,33 3

Таблица 2. Сравнение прогибов для цилиндрической оболочки в условиях различного преобладания
жесткости армирования волокон

Nматер 1 (δ = 0,064) 1 (δ = 15,625) 2 (δ = 0,056) 2 (δ = 18) 3 (δ = 0,07) 3 (δ = 13,8)

|w0M | 86095 2652,7 98013 2497,4 95346 3307
|w0| 86045 2651,8 97932 2496,1 95141 3303

для случая трансверсально-изотропной оболочки

wmn =

(
λ2m + n2

)2 [
µ1

(
λ2m + n2

)
+ 1
][

(λ2m + n2)
2 − n2

]2
+ 4b41 [µ1 (λ2m + n2) + 1]λ4m

.

При отсутствии поперечных сдвигов µ1 = 0 и действии сосредоточенной нагрузки P из
(2.19) следует:

lim
β1→0

sin (nβ1)

nβ1
= 1; lim

a1→0

sin (λma1)

λma1
= 1;

f = 0 и ξ0 =
α1

2
; α =

α1

2
; β = 0;

w0M =
wE1R

P
= −12 (1− ν1ν2) γ

3

πα1

∞∑
m=1,3,5,...

∞∑
n=0

(2− δn0 ) w̄mn, (2.20)

где

w̄mn =
sin2 (mπ/2)

(
λ4m + 2λ1λ

2
mn

2 + θn4
)

[λ4m + 2δ1λ2mn
2 + θn2 (n2 − 1)] [λ4m + 2λ1λ2mn

2 + θn2 (n2 − 1)] + 4b41λ
4
m

.

Проведем вычисления ряда (2.20) для однонаправленного композита на основе табл. 1
при следующей геометрии R/h = γ = 100, ξ1 = L/R = 1, mmax = nmax = 191, что дает при
δ < 1 три верных знака, а при δ > 1 четыре верных знака (операции с успехом реализуемые,
например, в пакете символьной математики Wolfram Mathematica [16,17]).

Результаты вычислений материалов из таб. 1 представлены в табл. 2. Эти результаты мало
отличаются от результатов, полученных с помощью комплексных уравнений, что подтверждает
их пригодность для инженерных расчетов в силу их компактности.

Уравнения (2.18), (2.19) представляют удобство для определения напряженно-деформи-
рованного состояния оболочки, в которой можно не учитывать влияние торцов. Достаточно
найти частное решение (2.19), удовлетворяющее уравнению (2.18) и условию затухания прогиба
по длине оболочки, причем можно положить f = 0. Тогда порядок уравнений будет равен
восьми, как и в классической теории оболочек.

Форма уравнений (2.18) позволяет делать вычисления для любых значений µ1, в том числе
и для значения µ1 = 0. Исходная система уравнений (2.5) не позволяла этого сделать в виду
предельного перехода Kj → ∞, γj3 → 0, (j = 1, 2).

Вычисления по формуле (2.19) показывают, что влияние поперечных сдвигов на увеличение
прогибов существенны для более толстых (средней толщины) оболочек γ ⩽ 50 и µ1 ⩾ 10. При-
чем значения эти превосходят максимальные прогибы при µ1 = 0 в несколько раз. Например,
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для γ = 40, µ1 = 40 это увеличение составляет 1,5, а при γ = 20, µ1 = 40 уже 2,1, при γ = 20,
µ1 = 60 отношение равно 2,7, при γ = 10, µ1 = 40 отношение равно 3,9.

В то же время, для тонких оболочек γ ⩾ 100 влияние поперечных сдвигов незначительно.

3. Изгиб пологой ортотропной оболочки поперечной нагрузкой

Пусть пологая ортотропная оболочка изгибается произвольной поперечной нагрузкой q3.
Решение задачи о жесткости такой оболочки сводится к отысканию функции F̃ из уравнения
вида [11,19,20]

∂4F̃

∂ξ4
+ 2λ k2∗

∂4F̃

∂ξ2∂η2
+ δk4∗

∂4F̃

∂η4
+
ia2

c

(
k2
∂2F̃

∂ξ2
+ k1k

2
∗
∂2F̃

∂η2

)
+ 2εk2∗

∂4 ¯̃F

∂ξ2∂η2
= −ia

4q3
c
. (3.1)

Здесь введены безразмерные координаты

ξ =
x

a
; η =

y

b
; k∗ =

a

b
;

a, b — размеры оболочки в плане.
Зная F̃ , можно найти комплексные усилия

T̃1 = − 1

b2
∂2F̃

∂η2
; T̃2 = − 1

a2
∂2F̃

∂ξ2
; S̃ =

1

ab

∂2F̃

∂ξ∂η
,

причем

w = − 1

µ
Im F̃ ; T1 = − 1

b2
Re

∂2F̃

∂η2
; T2 = − 1

a2
Re

∂2F̃

∂ξ2
; S =

1

ab
Re

∂2F̃

∂ξ∂η
.

Один из недостатков комплексного представления уравнения теории оболочек — это труд-
ность формулировки граничных условий в комплексном виде. Для некоторых видов граничных
условий это удается сделать.

При расчете оболочек часто приходится иметь дело с задачей сопряжения двух оболочек.
Если границей сопряжения является линия ξ = const, то на этой линии должны выполняться
условия непрерывности восьми величин: u, v, w, угла поворота ∂w/∂ξ, усилий S, T1, момента
M1 и обобщенной перерезывающей (поперечной) силы. Это требование может быть заменено
четырьмя условиями для комплексных величин, требуя непрерывности F̃ , ∂F̃ /∂ξ, ∂2F̃ /∂ξ2,
∂3F̃ /∂ξ3.

В случае свободного опирания точек контура оболочки достаточно выполнить на краю
ξ = const условия

F̃ =
∂2F̃

∂ξ2
= 0, (3.2)

которые дают

w =
∂2w

∂ξ2
= 0; T1 = T2 = 0; S ̸= 0.

Условия при ξ = const

F̃ =
∂F̃

∂ξ
= 0 (3.3)

позволяют удовлетворить скользящему защемлению

w =
∂w

∂ξ
= T1 = S = 0; u ̸= 0, v ̸= 0.

Предполагая края оболочки свободно опертыми, построим решение уравнения (3.1) в виде
двойного тригонометрического ряда [21]

F̃ =

∞∑
m=1

∞∑
n=1

Fmn sin (mπξ) sin (nπη) . (3.4)
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Нагрузка представляется разложением

q3 =

∞∑
m=1

∞∑
n=1

qmn sin (mπξ) sin (nπη) ,

где

qmn = 4

1∫
0

1∫
0

q3 sin (mπξ) sin (nπη) dξ dη.

Если на оболочку в точке (ξ0, η0) действует сила P , то

qmn =
4P

ab
sin (mπξ0) sin (nπη0) .

Для равномерной нагрузки эта величина равна

qmn =
16q

mnπ2
(m,n = 1, 3, 5, . . .) .

Коэффициенты ряда (3.4) имеют вид

Fmn =
cmn

∆mn

[
a(2)mn − i

(
a(1)mn + bmn

)]
, (3.5)

где

a(1)mn = π4
(
m4 + 2λk2∗m

2n2 + δk4∗n
4
)
; a(2)mn =

π2a2

c

(
k2m

2 + k1k
2
∗n

2
)
;

bmn = 2εk2∗m
2n2π4; ∆mn =

(
a(1)mn

)2
+
(
a(2)mn

)2
− b2mn; cmn =

a4qmn

c
.

Для гладкой нагрузки ряд (3.4) сходится довольно быстро и для практических расчетов
достаточно взять несколько членов ряда. Иначе ведет себя решение в случае сосредоточенной
нагрузки: сходимость ряда оказывается настолько медленной, что m и n достигают сотен
членов. При определении моментов ряды придется дважды дифференцировать, что еще больше
ухудшает его сходимость. Причем в точке приложения нагрузки ряд для моментов будет
расходящимся. Такое несоответствие с напряжениями в реальной конструкции, вытекающее
из-за абстрагирования нагрузки в виде точечной силы, можно устранить распределением силы
по некоторой малой площадке, что и будет соответствовать реальному нагружению.

Наличие в уравнении (3.1) комплексно-сопряженной функции затрудняет решение задачи
при краевых условиях, отличных от свободного опирания. Желательно выяснить значимость
члена с ε. Решим предыдущую задачу другим методом. Применим метод последовательных
приближений, считая в первом приближении ε = 0, уточняя правую часть (3.1) в последующих
приближениях.

В первом приближении получаем

F (1)
mn = − icmn

a
(1)
mn − ia

(2)
mn

;

во втором приближении:

F (2)
mn = − icmn (1 + gmn)

a
(1)
mn − ia

(2)
mn

, где gmn =
bmn

a
(1)
mn + ia

(2)
mn

;

в третьем приближении будем иметь

F (3)
mn = F (1)

mn (1 + gmn + gmnḡmn) .
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Увеличивая число приближений до бесконечности, можно составить следующий бесконеч-
ный ряд

Fmn = F (2)
mn

∞∑
s=0

(gmnḡmn)
s
.

Замечая, что

gmnḡmn =
4ε2k4∗m

4n4π8(
a
(1)
mn

)2
+
(
a
(2)
mn

)2 < ( ελ)2 < 1,

ряд дает сумму

Fmn =
F

(2)
mn

1− gmnḡmn
= − icmn

∆mn

(
a(1)mn + bmn + ia(2)mn

)
,

что не отличается от (3.5).
Вычисления максимального прогиба под равномерной нагрузкой (операции с успехом

реализуемые, например, в пакете символьной математики Wolfram Mathematica [16, 17]),
действующей на квадратную в плане пологую сферическую оболочку, изготовленную из
углепластика с волокнами AS дают во втором приближении погрешность 2 %, в третьем
приближении всего 0,5 %.

Заключение

В статье было проведено исследование ряда упрощающих методик по переходу от систе-
мы дифференциальных уравнений в частных производных к одному дифференциальному
уравнению в частных производных относительно прогиба для трансверсально-изотропных
и ортотропных оболочек.

Отработка предложенной методики была реализована при вычислении прогибов свободно
опертой по торцам ортотропной оболочки в условиях различного преобладания жесткости
армирования волокон при действии нагрузки по малой площадке. Полученные результаты
мало отличаются от результатов, полученных с помощью комплексных уравнений, что подтвер-
ждает их пригодность для инженерных расчетов в силу их компактности. Также приводится
методика решения задачи изгиба пологой ортотропной оболочки под действием поперечной
нагрузки с помощью комплексного представления уравнения теории оболочек. Вычисления
максимального прогиба под равномерной нагрузкой, действующей на квадратную в плане
пологую ортотропную сферическую оболочку, изготовленную из углепластика с волокнами
AS, уже в третьем приближении дают погрешность 0,5 %.
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