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ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА ДИСКРЕТНЫХ ОСОБЕННОСТЕЙ
ДЛЯ РЕШЕНИЯ МОДЕЛЬНЫХ ЗАДАЧ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ

И ГИДРОДИНАМИКИ

И.И. Ефремов1, Е.П. Лукащик2

APPLICATION OF THE METHOD OF DISCRETE SINGULARITIES TO SOLVE DYNAMIC
CONTACT PROBLEMS OF THE ELASTICITY AND HYDRODYNAMICS THEORY

Efremov I. I., Lukaschik E. P.

Two problems of continuum mechanics with mixed boundary conditions are considered: a dynamic
antiplane problem for an elastic layer and the problem of oscillations of a plate on a layer of compressible
fluid. The above problems are described by the Helmholtz equations for geometrically identical domains
with the boundaries where the Dirichlet and Neumann conditions are interchanging. Boundary value
problems are reduced to the boundary integral equations solved by the method of discrete singularities
(sources and vortices). It is shown that the solutions of the above two problems have essentially different
dynamic characteristics. To calculate proper frequencies of oscillations, asymptotical formulas have been
obtained.

Математическое моделирование контакт-
ных задач теории упругости и задач гидро-
аэродинамики часто приводит к одним и тем
же интегральным уравнениям. Однако в этих
двух смежных областях механики сплош-
ной среды получили развитие разные мето-
ды решения интегральных уравнений, кото-
рые можно с успехом переносить из одной об-
ласти в другую.

В качестве тестовой задачи в настоящей
работе выбрана антиплоская динамическая
контактная задача для упругой среды. Ука-
занная задача является характерной при ре-
шении широкого класса контактных задач
теории упругости [1, 2]. Решение таких за-
дач обычно строится с помощью применения
преобразования Фурье и метода факториза-
ции [1], асимптотических методов [2] или ме-
тода фиктивного поглощения [3,4] и, как пра-
вило, требует математических преобразова-
ний большой сложности и численных расче-
тов.

Для решения широкого класса задач
гидроаэродинамики эффективно применяет-
ся метод дискретных особенностей [5], кото-
рый с математической точки зрения являет-
ся методом механических квадратур со сдви-
нутой коллокацией, что обеспечивает просто-
ту его численной реализации. С помощью вы-
бора расположения узлов квадратурной фор-
мулы (прямоугольников) и точек коллокации
удается учесть физические особенности рас-
сматриваемой задачи и получить решение в
определенном классе функций, соответствую-
щем требованиям физической задачи.

Однако следует учитывать, что несмот-
ря на сходство математических постановок
задач гидроаэродинамики и контактных за-
дач теории упругости, каждый класс этих за-
дач обладает и своей спецификой, обусловлен-
ной различными физическими постановками.
Рассмотрим сходство и различия на примере
двух наиболее близких задач: задачи о коле-
баниях пластины на поверхности слоя сжима-
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емой жидкости и антиплоской контактной за-
дачи для упругого слоя.

Общим для этих задач является основ-
ное уравнение движения среды — уравнение
Гельмгольца

∆w + ν2w = 0, y < 0, ν =
ωa

c
.

Для гидродинамической задачи w — по-
тенциал скорости, для упругого слоя — пере-
мещение точек слоя в направлении, перпен-
дикулярном рассматриваемому сечению, c —
скорость звука и скорость распространения
сдвиговых волн соответственно, a — полуши-
рина штампа или пластины, ω — частота ко-
лебаний.

Вследствие разных краевых условий для
w (рис. 1) граничные интегральные уравне-
ния отличаются в представлениях своих ядер
в виде интеграла Фурье

+a∫
−a

τ(ξ)k(x− s) dξ = f(x), |x| 6 a,

для упругой задачи

k(x) ≡ ke(x) =
1

2π

∞∫
−∞

1

|α|
L2(α)e−iαx dα,

для гидродинамической задачи

k(x) ≡ kh(x) =
i

2π

∞∫
−∞

sign (α)L1(α)e−iαx dα,

где Li(α) ≈ 1 +O(α−2), i = 1, 2 при |α| → ∞.
Для гидродинамической задачи неизвест-

ная плотность интеграла τ(x) является ин-
тенсивностью вихревого слоя, которым мож-
но заменить колеблющуюся пластину. Ядро
kh(x − s) является выражением вертикаль-
ной составляющей скорости в точке x пласти-
ны, индуцированной вихрем, расположенным
в точке s пластины. При этом ядро kh(x − s)
является сингулярным ядром Коши.

Для упругого слоя штамп является про-
стым слоем источников колебаний. Интенсив-
ность источников равна касательному напря-
жению τ ≡ τyz. Ядро ke(x − s) — перемеще-
ние точки xштампа под действием источника,
расположенного в точке s. В данном случае
ядро ke(x − s) имеет логарифмическую осо-
бенность.

1. Антиплоская контактная задача о
колебаниях полосового штампа на
упругом слое, полупространстве

Краевую задачу формулируем для пере-
мещений w(x, y, t) в направлении, перпенди-
кулярном упругой полуплоскости y 6 0.

Считая зависимость перемещений от вре-
мени экспоненциальной

w(x, y, t) = w(x, y)e−iωt,

получим выражение для касательных напря-
жений в виде

τ(x, t) = µ
∂w(x, y, t)

∂y

∣∣∣∣
y=0

= τ(x)e−iωt.

Комплексные амплитуды колебаний
w(x, y), τ(x) — комплекснозначные функции
действительного аргумента.

Имеем следующую краевую задачу для
уравнения Гельмгольца:

∆w + ν2w = 0, y < 0, ν2 =
ρω2a

µ
, (1.1)

w|y=0 = f(x), |x| 6 1, (1.2)

∂w

∂y

∣∣∣∣
y=0

=
τ

µ
= 0, |x| > 1,

w = 0, y = −h.
(µ — модуль сдвига, ρ — плотность среды).

Кроме того, решение уравнения (1.1)
должно удовлетворять условиям излучения, а
именно, должно соответствовать волнам, ухо-
дящим от источника на бесконечность.

В случае упругой полуплоскости h → ∞,
и решение задачи ищем в виде потенциала
простого слоя

w(x, y) =

=
1

2i

+a∫
−a

τ(ξ)H
(1)
0 (ν

√
(x− ξ)2 + y2) dξ. (1.3)

Функция перемещений в форме (1.3) удо-
влетворяет уравнению Гельмгольца, услови-
ям излучения и затухания возмущений на бес-
конечности, поскольку

H
(1)
0 (z) ≈

√
2

πz
ei(z−

π
4
), |z| → ∞.

Для определения неизвестного распреде-
ления касательных напряжений τ(x) получим
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Рис. 1

интегральное уравнение на основе граничного
условия контакта без трения (1.2)

1

2i

+a∫
−a

τ(s)H
(1)
0 (ν|x− s) ds = f(x), (1.4)

|x| 6 a.

Ядро интегрального уравнения (1.4) име-
ет логарифмическую особенность при x = s.

Для решения этого уравнения применим
метод дискретных особенностей. Предпосыл-
кой к такому шагу являются результаты ис-
следований интегральных уравнений с ло-
гарифмическими ядрами [6], показывающие
возможность применения методов решения
сингулярных интегральных уравнений.

Отметим, что касательные напряжения
τ имеют интегрируемые особенности вблизи
кромок.

Однозначное определение решения ин-
тегральных уравнений в интересующем нас
классе функций требует дополнительного
условия, в качестве такового можно взять
уравнение движения центра масс штампа

M
d2f

dt2
= T −

+a∫
−a

τ(s) ds. (1.5)

Здесь M — масса штампа, T — усилия,
действующие на штамп.

В случае штампа с плоской подошвой

f(x, t) = fce
−iωt,

уравнение (1.5) принимает вид

+a∫
−a

τ(s) ds−Mω2fc = T.

Для плоской подошвы штампа f(x) — чет-
ная функция, в силу чего решение τ(x) также
будет четной функцией.

Учитывая свойство четности и ком-
плекснозначность функций τ = τ1 + iτ2,
H

(1)
0 = J0+ iN0, f = f1+ if2, получим систему

линейных алгебраических уравнений (СЛАУ)

1

N

N∑
j=1

(τ1jk1(xi, sj)− τ2jk2(xi, sj)) = f1i,

1

N

N∑
j=1

(τ1jk2(xi, sj) + τ2jk1(xi, sj)) = f2i,

i = 1, N, (1.6)

2

N

N∑
j=1

τ1j = T +mν2f1,

2

N

N∑
j=1

τ2j = mν2f2.
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Здесь

T = 1,

xi = (i− 0, 75)a/N,

sj = (j − 0, 25)a/N,

k1 = (N0(ν|x− s|) +N0(ν|x+ s|))/2,
k2 = −(J0(ν|x− s|) + J0(ν|x+ s|))/2,
m = M/(ρa2),

τ1 = Re(τ/µ),

τ2 = Im(τ/µ).

(1.7)

В качестве характеристик колебаний рас-
смотрим амплитуду и фазу колебаний подош-
вы штампа

f = f1 + if2 = |f | eiψ,

|f | =
√
f21 + f22 , ψ = arctg

f2
f1
.

Анализ результатов показывает, что ам-
плитуда колебаний подошвы штампа имеет
локальные максимумы при частотах ν = ν∗,
зависящие от относительной массы m.

Результаты расчетов при m = 5, 10, 20
приведены на рис. 2, 3.

Нетрудно заметить, что при ν = ν∗ сдвиг
фазы между колебаниями усилия T и коле-
баниями центра масс штампа составляет π/2,
что свидетельствует о существовании конеч-
ных резонансов при m > 0.

Приближенно оценку резонансных частот
при больших m можно производить по фор-
муле

ν∗ = 1/
√
m.

Результаты, полученные по предложен-
ной методике, в целом хорошо согласуются с
данными, приведенными в [2].

В случае конечной толщины слоя h, изме-
ряемой в долях полуширины полосы, ядро

ke(x) =
1

2πi

∫
σ

th(h
√
α2 − ν2)√

α2 − ν2
e−iαxdα

следует вычислять на основе теории вычетов,
имея в виду основное правило обхода действи-
тельных полюсов, обеспечивающее выполне-
ние условия излучения [1, 7], замыкая кон-
туры интегрирования на нижнюю полуплос-
кость при x > s и на верхнюю полуплоскость
при x < s. В результате получим следующие

формулы для вычисления ядра:

ke1(x) =
−1

h

(
N0∑
n=1

1√
ν2 − b2n

sin
√
ν2 − b2n|x|−

−
∞∑

n=N0+1

1√
ν2 − b2n

e−
√
ν2−b2n|x|

)
,

ke2(x) =
1

h

N0∑
n=1

1√
ν2 − b2n

cos
√
ν2 − b2n|x|,

bn =
2n− 1

2h
π,

где N0 — число вещественных полюсов сим-
вола ядра K(α).

В СЛАУ (1.6) необходимо положить

kl = kel(x− s) + kel(x+ s), l = 1, 2,

а значения xi и sj определяются по формулам
(1.7).

Проведенные расчеты подтверждают
все качественные выводы, предсказанные
И.И. Воровичем и наблюдавшиеся в предыду-
щих расчетах [4]. Ниже приводится таблица
значений частот изолированных бесконечных
резонансов ν∗B для различных значений тол-
щины слоя и относительной массы штампа,
полученных методом вынужденных колеба-
ний.

Т а б л и ц а

m h = 1 h = 2 h = 3

1 1,24 0,74 0,50
5 0,70 0,52 0,42
10 0,52 0,40 0,34
20 0,36 0,28 0,26
30 0,30 0,23 0,20

Приведенные данные для резонансных
частот удовлетворяют основному теоретиче-
скому выводу: они не должны превышать
частоту запирания волновода νз = π/2h.
Для приближенной оценки резонансных ча-
стот можно предложить формулу

ν∗ ≈ π

2
√
h(m+ h)

. (1.8)

Следует заметить, что согласно нулевой
асимптотике упругий слой малой толщины h
можно рассматривать как винклеровское ос-
нование

τ ≈ Gf

h
,



Применение метода дискретных особенностей для решения модельных задач. . . 25

m = 10

m = 20

m = 5

0

n

1 1,5 20,5

| |f

2,0

1,5

1,0

0,5

0,0

Рис. 2. Зависимость модуля колебаний от
приведенной частоты
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Рис. 3. Зависимость сдвига фаз колебаний от
приведенной частоты

что приводит к самой грубой оценке резонанс-
ных частот

ν∗ =

√
2

hm
. (1.9)

Формула (1.8) является уточнением фор-
мулы (1.9).

Полученные результаты свидетельствуют
о том, что метод дискретных источников мо-
жет быть успешно использован для решения
ряда контактных задач теории упругости.

2. Гидродинамическая задача о
колебаниях пластинки на слое

сжимаемой жидкости

В этом случае ядро интегрального урав-
нения имеет вид

kh(x) =
1

2πi

∫
σ

√
α2 − ν2
α

×

× th(h
√
α2 − ν2)e−iαx dα, (2.1)

где контур интегрирования по-прежнему оги-
бает положительные действительные полюса
сверху, а отрицательные — снизу.

В подынтегральной функции ядра мно-
житель при e−iαx не стремится к нулю при
α → ∞, однако применение теоремы Коши о
вычетах допустимо в некотором обобщенном
смысле. Для этого необходимо выделить сла-
гаемое, пропорциональное signα, и воспользо-
ваться известным представлением ядра Коши
как обобщенной функции [8] в виде интеграла
Фурье

P
1

x
= − 1

2i

∞∫
−∞

signαe−iαx dα.

На практике можно обходиться без такой
операции и применить теорему Коши непо-
средственно к выражению ядра в виде (2.1). В
результате приходим к следующим формулам
для гидродинамической задачи:

kh1(x) =
−sign (x)

h
×

×

(
N0∑
n=1

b2n
ν2 − b2n

sin
√
ν2 − b2n|x|−

−
∞∑

n=N0+1

b2n
ν2 − b2n

e−
√
ν2−b2n|x|

)
,

kh2(x) =
sign (x)

h

N0∑
n=1

b2n
ν2 − b2n

cos
√
ν2 − b2n|x|,

bn =
2n− 1

2h
π.

В случае вертикальных колебаний с сим-
метричной относительно середины пластин-
ки амплитудой, функция γ(x) — нечетная
функция с интегрируемыми особенностями
вблизи обеих кромок. Дополнительное усло-
вие для обеспечения единственности решения,
которое соответствует ограниченности давле-
ния на кромках, в данном случае совпадает
с условием бесциркуляционности течения и
для нечетной функции γ(x) выполняется ав-
томатически. В итоге приходим к следующей
СЛАУ метода дискретных вихрей

1

N

N∑
j=1

(γ1jk1(xi, sj)− γ2jk2(xi, sj)) = Vy1,
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1

N

N∑
j=1

(γ1jk2(xi, sj) + γ2jk1(xi, sj)) = Vy2,

i = 1, N,

kl = khl(x− s)− khl(x+ s), l = 1, 2.

с сохранением положения точек xi, sj . Здесь
Vy1 + iVy2 = Vy, Vy(x) — заданная вертикаль-
ная скорость точек пластинки.

Числовыми характеристиками задачи яв-
ляются коэффициент нормальной силы или
коэффициент присоединенных масс

Cn =

1∫
−1

p(x)dx = −
1∫
−1

sγ(s)ds

и резонансные частоты колебаний пластин-
ки на слое сжимаемой жидкости. Результаты
расчетов амплитуды колебаний Cn при раз-
личных значениях ширины канала h пред-
ставлены на рис. 4.

В отличие от контактных задач теории
упругости в задачах гидроаэродинамики ди-
намические свойства системы: слой сжимае-
мой жидкости — тонкий профиль проявляют-
ся при любой массе профиля в том числе и
при нулевой. При этом величина собственных
частот системы слабо зависит от соотношения
между длиной профиля и шириной канала.

Приближенный анализ колебаний пла-
стинки на слое сжимаемой жидкости можно
провести на основе асимптотики малой тол-
щины слоя. При этом для гидродинамиче-
ских задач нулевая асимптотика оказывает-
ся нетривиальной и приводит к дифференци-
альному уравнению для распределения дав-
ления по профилю. По существу, происхо-
дит вырождение основного разрешающего ин-
тегрального уравнения в дифференциальное.
Формализм такой трансформации основан на
переходе к функции давления

p(x) =

x∫
−1

γ(ξ) dξ

и использовании при малых h приближенного
соотношения

th(h
√
α2 − ν2) ≈ h

√
α2 − ν2.

В результате преобразований приходим к
дифференциальному уравнению

d2p

dx2
+ ν2p =

Vy
h

с краевыми условиями ограниченности давле-
ния на кромках и бесциркуляционности тече-
ния газа

p(−1) = p(1) = 0.

В случае вертикальных колебаний с по-
стоянной вдоль профиля амплитудой для ча-
стот собственных колебаний системы получа-
ем формулу

ν∗n =
2n− 1

2
π.

Обращает на себя внимание независи-
мость асимптотических значений собствен-
ных частот от соотношения между длиной
профиля и шириной канала. Однако в числен-
ных расчетах на основе полного интегрально-
го уравнения такая зависимость, хотя и сла-
бая, все же имеет место, что демонстрирует-
ся на рис. 4. Для оценки собственных частот
колебаний пластинки на акустической полу-
плоскости можно также применить асимпто-
тику (для больших частот) к уравнению коле-
баний тонкого профиля на акустической по-
луплоскости

1

2πi

+a∫
−a

γ(s)ds

∞∫
−∞

√
α2 − ν2
α

e−iαxdα = −Vy.

Соответствующее асимптотическое диф-
ференциальное уравнение имеет вид

d2p

dx2
+ 2ν2p = −2iνVy.

Нетрудно установить, что собственные ча-
стоты для полуплоскости νп и для слоя малой
толщины ν∗c связаны соотношением

ν∗с =
√

2ν∗п. (2.2)

Результаты расчета по формуле (2.2) со-
гласуются с аналогичными расчетами первой
собственной частоты колебаний на акустиче-
ской полуплоскости, полученные в работе [9]
на основе точного решения в виде рядов по
функциям Матье.

Расчеты амплитуды колебаний позволяют
делать вывод о том, что акустическая полу-
плоскость создает значительные демпфирую-
щие силы. Однако с уменьшением толщины
слоя демпфирование ослабевает, что приво-
дит к обострению резонансных пиков на гра-
фиках зависимости амплитуды колебаний от
частоты.



Применение метода дискретных особенностей для решения модельных задач. . . 27

1 2 3 4 5 6 7 8 9 100

0

5

10

20

30

40

50

45

35

25

15

|C |
n

n

h = 0,2

h = 0,5

h = 1

Рис. 4. Зависимость амплитуды Cn от приведенной частоты ν для пластинки,
колеблющейся в канале различной ширины
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