
МЕХАНИКА Экологический вестник научных центров Черноморского экономического сотрудничества. 2024. Т. 21, № 3. С. 6–15.

УДК 531.39 EDN: ERCRUG DOI: 10.31429/vestnik-21-3-6-15

Исследование композитов с помощью уравнений общей
теории ортотропных оболочек в комплексной форме
П.Г. Великанов 1�, Ю.П. Артюхин 2

1 Казанский национальный исследовательский технический университет им. А.Н. Туполева – КАИ,
ул. К. Маркса, 10, Казань, 420111, Россия

2 Казанский (Приволжский) федеральный университет, ул. Кремлевская, 18, Казань, 420008, Россия
� Великанов Пётр Геннадьевич; ORCID 0000-0003-0845-2880; e-mail: pvelikanov@mail.ru

Аннотация. Для расчета пологих и непологих оболочек вращения в условиях различного преобла-
дания жесткости армирования волокон продемонстрированы возможности методики комплексного
представления уравнений общей теории ортотропных оболочек.
Ключевые слова: ортотропные пластинки и оболочки, пологие и непологие оболочки вращения, осе-
симметричная деформация, уравнение и функции Бесселя, функция Ломмеля, гипергеометрические
функции.
Финансирование. Исследование не имело спонсорской поддержки.
Цитирование: Великанов П. Г., Артюхин Ю.П. Исследование композитов с помощью уравнений
общей теории ортотропных оболочек в комплексной форме // Экологический вестник научных
центров Черноморского экономического сотрудничества. 2024. Т. 21, № 3. С. 6–15. EDN: ERCRUG.
DOI: 10.31429/vestnik-21-3-6-15
Поступила 2 февраля 2024 г. После доработки 31 июля 2024 г. Принято 14 августа 2024 г. Публикация
24 сентября 2024 г.
Вклад каждого соавтора в процесс написания статьи на разных этапах ее создания: идея работы
(Артюхин Ю.П.), вычисления и расчеты (Артюхин Ю.П., Великанов П.Г.), написание статьи, внесение
правок и утверждение окончательного варианта (Великанов П.Г.). Авторы заявляют об отсутствии
конфликта интересов.
© Автор(ы), 2024. Статья открытого доступа, распространяется по лицензии Creative Commons Attribution 4.0 (CC BY).

The Study of Composites Using the Equations of General Theory of Orthotropic
Shells in a Complex Form

P.G. Velikanov1�, Yu.P. Artyukhin2

1 Kazan National Research Technical University named after A.N. Tupolev – KAI, 10, K. Marx st., Kazan, 420111,
Russia

2 Kazan (Volga Region) Federal University, 18, Kremlevskaya st., Kazan, 420008, Russia
� Peter G. Velikanov; ORCID 0000-0003-0845-2880; e-mail: pvelikanov@mail.ru

Abstract. To calculate shallow and non-shallow shells of rotation under conditions of different predominance
of fiber reinforcement stiffness, the possibilities of a method for the complex representation of equations of
the general theory of orthotropic shells are demonstrated. The spread of a similar complex representation of
the initial differential equations, proposed earlier by Novozhilov V.V. for isotropic shells, orthotropic shells,
as shown in the article, leads to some difficulties due to the appearance of complex conjugate unknown
functions, which in a number of noted cases can be successfully overcome. Analogies between tangential
and bending deformations were noted from the transformed equations of equilibrium and compatibility
of deformations, which, with the introduction of complex forces, made it possible to form equations of
the general theory of orthotropic shells in a complex form, from which, as a special case, equations for
isotropic shells, etc., can be obtained. Taking into account the shallowness or non-shallowness, as well as
the axisymmetricity of shell deformations, makes it possible to significantly simplify the formulation of the
tasks to be solved. The effectiveness of the proposed technique was tested on shallow conical orthotropic
shells of rotation and non-shallow cylindrical orthotropic shells.
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Введение

Современное авиа-, ракето- и машиностроение очень часто ставят задачи по проектиро-
ванию и расчету тонкостенных конструкций порой со взаимоисключающими свойствами:
с одной стороны, исследуемые конструкции должны сочетать в себе высокую надежность,
жесткость, прочность, прочностную надежность и др., а с другой, — экономичность и легкость.
Для успешного сочетания вышеперечисленных свойств вполне оправданным представляется
использование в конструкциях ортотропных материалов и пластиков [1–10].

В статье на конкретных примерах продемонстрированы возможности методики комплекс-
ного представления уравнений общей теории ортотропных оболочек, которые позволили
существенно сократить число неизвестных и порядок системы дифференциальных уравне-
ний. Особенностью предложенной методики для ортотропных оболочек является появление
комплексно-сопряженных неизвестных функций, которые в случае осесимметричной дефор-
мации обращаются в нуль, а в других случаях влиянием комплексно-сопряженной функции
можно пренебречь.

Проверка правильности предложенной методики была продемонстрирована на примерах
пологой ортотропной конической оболочки и непологой ортотропной цилиндрической оболочки
в условиях различного преобладания жесткости армирования волокон.

1. Предварительные сведения

Впервые Новожиловым В.В. в [11] было выполнено комплексное представление уравнений
общей теории изотропных оболочек. Представление уравнений в комплексной форме позво-
лило существенно упростить решение задачи: сократить вдвое число неизвестных и порядок
системы дифференциальных уравнений. Попытка построения аналогичного комплексного
представления исходных дифференциальных уравнений ортотропных оболочек натолкнулось
на следующую трудность — появление комплексно-сопряженных неизвестных функций, что
первоначально не позволило сократить число и порядок исходной системы дифференциаль-
ных уравнений. Несмотря на указанную трудность, эта запись позволяет более компактно
представить уравнения, а в некоторых случаях имеется возможность вычислить комплексно-
сопряженную функцию. В случае осесимметричной деформации эта функция обращается
в нуль, а в других случаях влиянием комплексно-сопряженной функции можно пренебречь.

2. Постановка задачи

Рассмотрим комплексное преобразование исходных уравнений общей теории ортотропных
оболочек (более общее преобразование сделано Артюхиным Ю.П. для многослойной оболочки,
составленной из произвольного числа ортотропных слоев [12], а также в [13]). Пусть тонкая
ортотропная оболочка постоянной толщины испытывает упругие деформации, малые углы
поворота и прогибы. Оси ортотропии параллельны координатным линиям кривизны α1, α2.
Считаем справедливыми гипотезы Кирхгофа–Лява. Положительные направления для танген-
циальных усилий (растяжения/сжатия и сдвига) Tj , S и моментов (изгибающих и крутящего)
Mj , H считаются направления, принятые в монографии [11].

Из преобразованных уравнений равновесия и совместности деформаций следуют анало-
гии [11]

T1 ↔ κ2; T2 ↔ κ1; S ↔ −τ ;
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M1 ↔ −ε2; M2 ↔ −ε1; H ↔ ω

2
,

где εj , ω — тангенциальные, а κj , τ — изгибные деформации.
Проделаем ряд преобразований и введем комплексные усилия

Т̃1 = Т1 − iµκ2, (
→
1,2
←
); S̃ = S + iµτ ; i =

√
−1,

M̃1 = M1 + iµε2, (
→
1,2
←
); H̃ = H − iµ (ω/2) ; µ = h2

√
E1E2

12 (1− ν1ν2)
,

M̃1 = ic
(
T̃2 − ν2

¯̃T1

)
; M̃2 = icδ

(
T̃1 − ν1

¯̃T2

)
;

H̃ = −ic
[
λS̃ + (ε+ ν2)

¯̃S
]
, c = h/K,

где соотношения упругости для ортотропных оболочек имеют вид [14]

T1 = B1 (ε1 + ν2ε2) , (
→
1,2
←
); S = G̃hω;

M1 = D1 (κ1 + ν2κ2) , (
→
1,2
←
); H =

(
G̃h3/6

)
τ,

где B1 =
E1h

1− ν1ν2
и D1 =

E1h
3

12 (1− ν1ν2)
— жесткости ортотропной оболочки на растяжение

и изгиб соответственно; символ (
→
1,2
←
) означает, что последующее выражение получается из

предыдущего путем перестановки индексов; G̃ — модуль сдвига; h — толщина; Ej , νj — модули
упругости Юнга и коэффициенты Пуассона j-го направления; ¯̃T1,

¯̃S — комплексно-сопряженные
величины. С учетом введенных обозначений получим [12]

L1

(
T̃1, T̃2, S̃

)
+

ic

R1

[
∂

∂α1
A2

(
λT̃1 + T̃2 + ε ¯̃T1

)
− ∂A2

∂α1

(
δT̃1 + λT̃2 + ε ¯̃T2

)]
= −A1A2q1;

L2

(
T̃2, T̃1, S̃

)
+

ic

R2

[
∂

∂α2
A1

(
δT̃1 + λT̃2 + ε ¯̃T2

)
− ∂A1

∂α2

(
λT̃1 + T̃2 + ε ¯̃T1

)]
= −A1A2q2; (2.1)

T̃1

R1
+

T̃2

R2
− ic

A1A2

{
∂

∂α1

1

A1

[
∂

∂α1
A2

(
λT̃1 + T̃2 + ε ¯̃T1

)
− ∂A2

∂α1

(
δT̃1 + λT̃2 + ε ¯̃T2

)]
+

+
∂

∂α2

1

A2

[
∂

∂α2
A1

(
δT̃1 + λT̃2 + ε ¯̃T2

)
− ∂A1

∂α2

(
λT̃1 + T̃2 + ε ¯̃T1

)]}
= q3,

где

L1 (T1, T2, S) =
∂A2T1

∂α1
+

∂A1S

∂α2
+

∂A1

∂α2
S − ∂A2

∂α1
T2;

Aj — коэффициенты Ляме; Rj — радиусы кривизн; qj , q3 — касательные и нормальная нагрузки,
а безразмерные величины δ, λ, ε, K полностью определяют упругие свойства ортотропного
материала

δ =
E2

E1
; K =

√
12 (1− ν1ν2) δ;

λ =
E2

4G̃
+

G̃ (1− ν1ν2)

E1
; ε =

E2

4G̃
− G̃ (1− ν1ν2)

E1
− ν2.

Для изотропного материала эти параметры равны

δ = λ = 1; ε = 0; K =
√
12 (1− ν2).
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Если допустить, что для ортотропного материала между модулем сдвига (модулем упругости
второго рода) и модулями упругости Юнга (модулями упругости первого рода) и коэффици-
ентами Пуассона существует связь

G̃ = G̃0 =

√
E1E2

2
(
1 +

√
ν1ν2

) ,
то δ = λ2; ε = 0; K =

√
12 (1− ν1ν2)λ и задача путем аффинного преобразования координат

может быть сведена к задаче деформирования изотропной оболочки. В этом случае решение
будет зависеть только от отношения модулей δ = E2/E1. Такое решение может давать неплохие
результаты, если сдвиговая деформация мало влияет на другие искомые характеристики
интегрального типа.

3. Пологие оболочки

Рассмотрим изгиб пологой оболочки нормальной нагрузкой q3 (α1, α2). В этом случае
в первых двух уравнениях (2.1) можно пренебречь членами уравнения со множителями
1/Rj по сравнению с остальными (главными). Упрощенным таким образом двум уравнениям
удовлетворим с помощью комплексной функции усилий [11]

T̃1 = − 1

A2

∂

∂α2

(
1

A2

∂F̃

∂α2

)
− 1

A2
1A2

∂A2

∂α1

∂F̃

∂α1
(
→
1,2
←
);

S̃ =
1

2

[
A2

A1

∂

∂α1

(
1

A2
2

∂F̃

∂α2

)
+

A1

A2

∂

∂α2

(
1

A2
1

∂ ¯̃F

∂α1

)]
; F̃ = F − iµw,

(3.1)

где F — вещественная функция усилий; w — прогиб.
Вводя усилия (3.1) в третье уравнение (2.1), получим

ic

A1A2

{
∂

∂α1

A2

A1

∂

∂α1
∇2

1F̃ +
∂

∂α2

A1

A2

∂

∂α2
∇2

2F̃ +
∂

∂α1

[
1

A1

∂A2

∂α1

(
∇2

1F̃ −∇2
2F̃
)]

+

+
∂

∂α2

[
1

A2

∂A1

∂α2

(
∇2

2F̃ −∇2
1F̃
)]

+ ε∇4
3
¯̃F

}
−D

(
F̃
)
= q3, (3.2)

где

∇2
1 =

1

A1A2

{
λ

[
∂A2

∂α1

(
1

A1

∂

∂α1

)
+A1

∂

∂α2

(
1

A2

∂

∂α2

)]
+ [
→
1,2
←
]

}
;

∇2
2 =

1

A1A2

{
λ

[
∂A1

∂α2

(
1

A2

∂

∂α2

)
+A2

∂

∂α1

(
1

A1

∂

∂α1

)]
+ δ[

→
1,2
←
]

}
;

∇4
3 =

∂

∂α1

1

A1

{
∂

∂α1

[
∂

∂α2

(
1

A2

∂

∂α2

)
+

1

A2
1

∂A2

∂α1

∂

∂α1

]
− 1

A1

∂A2

∂α1
[
→
1,2
←
]

}
+

∂

∂α2

1

A2
{→1,2
←
} ;

D () =
1

A1A2

[
∂

∂α1

(
A2

R2A1

∂

∂α1

)
+

∂

∂α2

(
A1

R1A2

∂

∂α2

)]
.

4. Осесимметричная деформация пологих оболочек

Для решения многих задач теории круглых пластин, сферических и конических оболочек
вращения можно эффективно использовать гипергеометрические функции.

Плодотворность привлечения для указанной цели теории гипергеометрических функций
объясняется тем, что разрешающие дифференциальные уравнения при определенных про-
филях пластин и законах изменения кривизны оболочек вращения, имеющих практическую
значимость, приводятся к хорошо изученным гипергеометрическим уравнениям. В то же время
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Рис. 1. Коническая оболочка под действием сосредоточенной кольцевой нагрузки

Fig. 1. Conical shell under concentrated ring load

использование многочисленных соотношений между этими функциями дает возможность
существенно улучшать решения: усиливать сходимость и сокращать число рядов, подлежа-
щих суммированию, — операции с успехом реализуемые, например, в пакете символьной
математики Wolfram Mathematica [16, 17]. Ниже приведены результаты по применению гипер-
геометрических функций в теории оболочек.

5. Осесимметричная деформация пологой конической оболочки

Радиусы кривизны полого конуса примем равными 1/R1 = 0; 1/R2 = tgα/ρ ≈ α/ρ при
α < 0,2, где α — угол конусности (рис. 1).

Из уравнения (3.2) в соответствии с введенными кривизнами следует

d
4
F̃

dρ4
+

2

ρ

d
3
F̃

dρ3
+

χ2

4

(
− 1

ρ2
d
2
F̃

dρ2
+

1

ρ3
dF̃

dρ

)
+

β̃2

4ρ

d
2
F̃

dρ2
= − i

c
q3 (ρ) , (5.1)

где
χ2

4
= δ;

β̃2

4
=

iα

c
.

Проводя для (5.1) преобразования и введя обозначение f̃ = dF̃
dρ , получим [18–21]

d

dρ

{
ρ

[
f̃ ′′ +

f̃ ′

ρ
+

(
β̃2 − χ2

ρ

)
f̃

4ρ

]}
= − iq3ρ

c
. (5.2)

Интегрируя однородное уравнение и делая в нем замену ρ = z2/β̃2, придем к неоднородному
уравнению Бесселя

f̃ ′′ (z) +
1

z
f̃ ′ (z) +

(
1− χ2

z2

)
f̃ (z) =

4 · const
β̃2

, (5.3)

где const — постоянная интегрирования. Выбирая const = β̃2/4, получим дифференциальное
уравнение, которому удовлетворяет функция Ломмеля S1,n (z).

Таким образом, можно построить общее решение уравнения (5.1) вида [18–21]

F̃ (z) = C̃1 + C̃2JK (z, χ) + C̃3JK (z,−χ) + C̃4S1 (z) + Fq (z), (5.4)
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где

JK (z, χ) =

∫
zJχ (z) dz =

2−χz2+χ

(2 + χ) Γ (1 + χ)
1F2

[{
1 +

χ

2

}
;
{
1 + χ,2 +

χ

2

}
; −z2

4

]
;

S1 (z) =

∫
zS1,χ (z) dz =

z2

2

[
1− 2F3

(
{1,1} ;

{
2,1− χ

2
,1 +

χ

2

}
; −z2

4

)]
;

S1,χ (z) =
z2

(4− χ2)
2F3

[
{1} ;

{
2− χ

2
,2 +

χ

2

}
; −z2

4

]
;

Fq (z) — частное решение; Jχ (z) — функция Бесселя 1-го рода; Γ (1 + χ) — гамма-функция.
Если q3 = −q = const, т.е. действует равномерное давление, то правая часть уравнения (5.3)

в этом случае будет равна
2iqz4

cβ̃6
. Поэтому

Fq (z) =
4iq

cβ̃8

∫
zS5,χ (z) dz =

4iq

cβ̃8
S5 (z) ,

где

S5,χ (z) =
z6

(62 − χ2)
1F2

[
{1} ;

{
4− χ

2
,4 +

χ

2

}
; −z2

4

]
;

S5 (z) =
z2

12

{
2z4+3z2

(
χ2 − 42

)
+6
(
χ4 − 20χ2 + 64

) [
1− 2F3

(
{1,1} ;

{
2,1− χ

2
,1 +

χ

2

}
; −z2

4

)]}
.

Исследование вышеприведенных выражений показало, что коническая оболочка в вершине
ρ = 0; z = 0 при χ < 0 имеет не только физическую, но и геометрическую особенности — скачок
угла. Поэтому следует исключить эту особую точку и рассматривать усеченную коническую
оболочку в области b0 < ρ < b.

6. Непологая цилиндрическая ортотропная оболочка

Введем на непологой цилиндрической оболочке линии кривизны ξ = x/R, ϕ = y/R, R —
радиус цилиндра.

В соответствии с этим параметры Ляме будут: A1 = A2 = R, а уравнения (2.1) при 1/R1 = 0,
R2 = R примут вид

∂T̃1

∂ξ
+

∂S̃

∂ϕ
= −q1R;

∂S̃

∂ξ
+

∂

∂ϕ

[(
1 +

iλ

2b2

)
T̃2 +

iδ

2b2
T̃1 +

iε

2b2
¯̃T2

]
= −q2R;

T̃2 −
i

2b2

[
∂2T̃2

∂ξ2
+ δ

∂2T̃1

∂ϕ2
+ λ

(
∂2T̃1

∂ξ2
+

∂2T̃2

∂ϕ2

)
+ ε

(
∂2 ¯̃T1

∂ξ2
+

∂2 ¯̃T2

∂ϕ2

)]
= q3R,

(6.1)

где

2b2 =
R

h

√
12δ (1− ν1ν2).

Приведем систему (6.1) к одному разрешающему уравнению, считая q1 = q2 = 0. Первое
уравнение удовлетворяется тождественно, если положить

T̃1 = − 1

R2

(
1 +

iλ

2b2

)
∂2F̃

∂ϕ2
; S̃ =

1

R2

(
1 +

iλ

2b2

)
∂2F̃

∂ξ∂ϕ
. (6.2)
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Второму уравнению можно удовлетворить с погрешностью (h/R)
2 по сравнению с единицей,

используя следующее выражение для T̃2:

T̃2 = − 1

R2

(
∂2F̃

∂ξ2
− iδ

2b2
∂2F̃

∂ϕ2
− iε

2b2
∂2 ¯̃F

∂ξ2

)
. (6.3)

Выбранная таким образом комплексная функция F̃ с такой же степенью точности будет
удовлетворять уравнению

∂4F̃

∂ξ4
+ 2λ

∂4F̃

∂ξ2∂ϕ2
+ δ

∂4F̃

∂ϕ4
+ 2ib2

∂2F̃

∂ξ2
+ δ

∂2F̃

∂ϕ2
+ ε

(
2

∂4 ¯̃F

∂ξ2∂ϕ2
+

∂2 ¯̃F

∂ξ2

)
= −i2b2R3q3. (6.4)

Соотношения (6.2) и (6.3) дают возможность определить выражения для усилий и кривизн

T1 = − 1

R2

(
Re

∂2F̃

∂ϕ2
− λ

2b2
Im

∂2F̃

∂ϕ2

)
; S =

1

R2

(
Re

∂2F̃

∂ξ∂ϕ
− λ

2b2
Im

∂2F̃

∂ξ∂ϕ

)
;

T2 = − 1

R2

(
Re

∂2F̃

∂ξ2
+

δ

2b2
Im

∂2F̃

∂ϕ2
− ε

2b2
Im

∂2 ¯̃F

∂ξ2

)
; (6.5)

κ1 =
1

µR2

(
Im

∂2F̃

∂ξ2
− δ

2b2
Re

∂2F̃

∂ϕ2
− ε

2b2
Re

∂2 ¯̃F

∂ξ2

)
;

κ2 =
1

µR2

(
Im

∂2F̃

∂ϕ2
+

λ

2b2
Re

∂2F̃

∂ϕ2

)
; τ =

1

µR2

(
Im

∂2F̃

∂ξ∂ϕ
+

λ

2b2
Re

∂2F̃

∂ξ∂ϕ

)
.

Компоненты изменения кривизн и тангенциальные деформации срединной поверхности выра-
жаются через касательные смещения u, v и прогиб w следующим образом:

κ1 = − 1

R2

∂2w

∂ξ2
; κ2 = − 1

R2

(
∂2w

∂ϕ2
− ∂v

∂ϕ

)
; τ = − 1

R2

(
∂2w

∂ξ∂ϕ
− ∂v

∂ξ

)
; (6.6)

ε1 =
1

R

∂u

∂ξ
; ε2 =

1

R

(
∂v

∂ϕ
+ w

)
; ω =

1

R

(
∂v

∂ξ
+

∂u

∂ϕ

)
.

Пусть на свободно опертую замкнутую цилиндрическую оболочку длины L в точке ξ = ξ0,
ϕ = 0 действует сосредоточенная нагрузка P

q3 = − P

R2
δ (ξ − ξ0) δ (ϕ) = − P

R2
δ (ξ − ξ0, ϕ) .

Граничные условия будут удовлетворены, если комплексную функцию F̃ представить в виде
двойного тригонометрического ряда

F̃ =

∞∑
m=1

∞∑
n=0

Fmn sin (fmξ) cos (nϕ). (6.7)

Можно разложить в аналогичный ряд периодическую обобщенную δ-функцию Дирака

δ (ξ − ξ0, ϕ) =

∞∑
m=1

∞∑
n=0

(2− δn0 ) qm sin (fmξ) cos (nϕ). (6.8)

Здесь

qm =
sin (fmξ0)

πξ1
, ξ1 =

L

R
, δn0 =

{
1, n = 0;

0, n ̸= 0,
fm =

mπ

ξ1
.
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Таблица 1. Свойства однонаправленных композитов на основе эпоксидной смолы (волокна занимают
порядка 60 % всего объема композита) [22]

Table 1. Properties of unidirectional composites based on epoxy resin (fiber occupy about 60 % of the total volume
of the composite) [22]

E1, ГПа E2, ГПа ν1 ν2 G̃, ГПа Nматер

Углепластик (волокна AS) 140 8,96 0,3 0,0192 7,1 1
Углепластик

(волокна IM6)
200 11,1 0,32 0,01776 8,35 2

Органопластик
(волокна кевлар-49)

76 5,5 0,33 0,023882 2,33 3

Подставляя (6.7), (6.8) в уравнение (6.4), получаем{
amnFmn + bmnF̄mn = icmn;

bmnFmn + āmnF̄mn = −icmn,
(6.9)

где
amn = a(1)mn − ia(2)m ; bmn = ε

(
2n2 − 1

)
f2
m; cmn = 2b2RP (2− δn0 ) qm;

a(1)mn = f4
m + 2λf2

mn2 + δn2
(
n2 − 1

)
; a(2)m = 2b2f2

m.

Из решения (6.9) следует:

Fmn =
cmn

∆mn

[
i
(
a(1)mn + bmn

)
− a(2)m

]
; ∆mn =

(
a(1)mn

)2
+
(
a(2)m

)2
− b2mn.

Определяя компоненты деформаций (6.5) согласно (6.6) и интегрируя с учетом граничных
условий, найдем прогиб

w = −PR2

D1

∞∑
m=1

∞∑
n=0

(2− δn0 )wmn sin (fmξ) cos (nϕ),

где
wmn =

qm
∆mn

[
a(1)mn + δn2 + 2εn2f2

m

]
.

Если сила P приложена в середине пролета, то ξ0 = ξ1/2. Введем безразмерную величину,
связанную с максимальным прогибом (ξ = ξ1/2)

w0 = −12 (1− ν1ν2) γ
3

∞∑
m=1,3,5,...

∞∑
n=0,1,...

(2− δn0 )wmn sin
(mπ

2

)
; (6.10)

w0 =
wmaxE1R

P
; wmax = w

(
ξ1
2
,0

)
; γ =

R

h
.

Прогиб (6.10) в точке приложения нагрузки имеет медленную сходимость, в отличие от зна-
чений моментов, ряды для которых в особой точке расходятся (имеют логарифмическую
особенность). Для их вычисления необходимо сосредоточенную нагрузку равномерно распре-
делить по малой площадке.

Сделаем некоторые вычисления ряда (6.10) для однонаправленного композита на основе
табл. 1 при следующей геометрии R/h = γ = 100, ξ1 = L/R = 1, mmax = nmax = 191, что дает
при δ < 1 три верных знака, а при δ > 1 четыре верных знака.

Табл. 2 показывает значения безразмерного прогиба (6.10) для различных материалов при
расположении волокон по длине цилиндра (δ < 1) и по окружности (δ > 1). В последней строке
табл. 2 приведены значения безразмерного прогиба (частный случай слоистой цилиндрической
ортотропной оболочки, изготовленной из композиционного материала), которые свидетель-
ствуют о достаточной точности выведенных уравнений. Эти уравнения также учитывают
непологость цилиндрической ортотропной оболочки и выведены на основе общих уравнений
в вещественной форме при отбрасывании некоторых малых слагаемых.
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Таблица 2. Сравнение прогибов для цилиндрической оболочки в условиях различного преобладания
жесткости армирования волокон

Table 2. Comparison of deflections for a cylindrical shell under different conditions predominant stiffness of fiber
reinforcement

Nматер 1 (δ = 0,064) 1 (δ = 15,625) 2 (δ = 0,056) 2 (δ = 18) 3 (δ = 0,07) 3 (δ = 13,8)

|w0| 86045 2651,8 97932 2496,1 95141 3303
|w0M | 86095 2652,7 98013 2497,4 95346 3307

Заключение

В статье было проведено исследование методики использования комплексного представ-
ления уравнений общей теории ортотропных оболочек, которое позволило в комплексной
форме существенно сократить число неизвестных и порядок системы дифференциальных
уравнений, даже несмотря на появление комплексно-сопряженных неизвестных функций.
Несмотря на это, предложенная методика позволила более компактно представить уравнения,
а в некоторых случаях появилась возможность даже вычислить комплексно-сопряженную
функцию. В случае осесимметричной деформации эта функция обращается в нуль, а в дру-
гих случаях, например, для пологих и непологих оболочек в условиях свободного опирания
влиянием комплексно-сопряженной функции можно пренебречь, поэтому для указанных слу-
чаев были исследованы пологие конические ортотропные оболочки вращения и непологие
цилиндрические ортотропные оболочки.
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