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Аннотация. В работе представлен аналитический метод в классической задаче обтекания тонкой
прямоугольной пластинки с винглетами и без винглетов. Описана методика расчета индуктивного
сопротивления тонкой пластинки. Рассмотрена методика расчета подсасывающей силы для расче-
та индуктивного сопротивления для пластинки с винглетами. Описана дискретизация уравнения
индуктивного сопротивления. Показано сравнение аэродинамического качества для пластинок с вин-
глетами и без винглетов. Сделаны выводы о влиянии винглетов на аэродинамическое качество тонкой
пластинки с винглетами с учетом подсасывающей силы.
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Abstract. The paper presents an analytical method in the classical problem of flow around a thin rectangular
plate with and without winglets. There is described the method for calculating inductive reactance of the
thin plate. The method for calculating the suction force, to calculate the inductive reactance of the plate
with winglets is considered. There is also described a discretization of equations, to calculate inductive
reactance. Then we demonstrate a comparison of the aerodynamic quality for plates with and without
winglets. After that, we give some conclusions about the influence of winglets on the aerodynamic quality
of the thin plate with winglets, taking into account the suction force.
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Введение

Теоретические расчеты различных конфигураций крыла являются важной частью про-
ектной деятельности в авиационной отрасли. Предварительный прогноз аэродинамических
характеристик крыла позволяет учесть их при проектировании летательного аппарата (ЛА)
еще на ранней стадии разработки, что позволяет подбирать наиболее подходящие параметры
аэродинамического обвода ЛА для выполнения тех или иных задач.

На сегодняшний день существует множество программных пакетов для расчета характери-
стик крыла [1–3]. Проблема данных программных пакетов состоит в том, что такие расчеты,
даже с учетом современной компьютерной техники, занимают продолжительное время. Также
используются и классические методы расчета аэродинамики ЛА, такие как методы дискретных
вихрей [4]. Эти методы позволяют сократить время расчетов, но их недостатком является
невозможность расчета крыльев сложной формы, а также крыльев с законцовками (винглета-
ми). Эффективность винглетов не подвергается сомнению, на этот счет существует множество
исследований [5, 6]. С целью исправить данный недостаток было решено вывести теорию
тонкого крыла с винглетами [7].

1. Постановка задачи

Тонкое слабоизогнутое прямоугольное в плане крыло с размерами (−l, l)× (−a, a) распо-
ложено почти параллельно горизонтальной плоскости xy под малым углом атаки α0 к од-
нородному равномерному потоку, набегающему со скоростью V0 параллельно оси x. Здесь
α0 = −∂f/∂x, где z = f(x, y) — форма поверхности крыла. В данном случае рассматривается
случай незакрученного крыла с углом атаки, постоянным вдоль оси y. Также рассмотрим
пластинку, имеющую те же габариты, но на концах которой расположены винглеты под углом
90° к основному крылу с габаритами (−a, a)× (0, c) и жестко соединенные с ним. Винглеты
располагаются параллельно набегающему потоку. Схема обтекания тонкой прямоугольной
пластинки с винглетами и без винглетов представлена на рис. 1.

Рис. 1. Схема обтекания тонкой пластинки с винглетами и без винглетов

Fig. 1. Scheme of flow around a thin plate with and without winglets
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В случае симметричного обтекания пластинки вдоль оси Ox при удовлетворении условию
непроницания на основном крыле Sw при z = 0 получим первое уравнение, где за локальную
подъемную силу на крыле отвечает функция γw. Это уравнение выглядит следующим образом:∫∫

Sw

γw(ξ, η)

(y − η)2

(
x− ξ

qww
+ 1

)
dξ dη−

−
∫∫
S1

γ1(ξ, ζ)
∂

∂ζ

[
l + y

tw1

(
x− ξ

qw1
+ 1

)
+

l − y

tw2

(
x− ξ

qw2
+ 1

)]
dξ dζ = 4πρV 2

0

∂f

∂x
,

(x, y, 0) ∈ Sw, (1.1)

tw1 = (l + y)2 + ζ2, qw1 =
[
(x− ξ)2 + (l + y)2 + ζ2

]1/2
,

tw2 = (l − y)2 + ζ2, qw2 =
[
(x− ξ)2 + (l − y)2 + ζ2

]1/2
,

qww =
[
(x− ξ)2 + (y − η)2

]1/2
.

Второе уравнение при условии непроницания на винглете S1, где за локальную подъемную
силу на крыле отвечает функция γ1,

−
∫∫
Sw

γw(ξ, η)
∂

∂η

[
z

t1w

(
x− ξ

q1w
+ 1

)]
dξ dη+

∫∫
S1

γ1(ξ, ζ)

(z − ζ)2

{(
x− ξ

q11
+ 1

)
+

1

t12

[(
8l2

t12
− 1

)(
x− ξ

q12
+ 1

)
+

4l2(x− ξ)

q312

]}
dξ dζ = 0,

(x,−l, z) ∈ S1, (1.2)

t1w = (l + η)2 + z2, q1w =
[
(x− ξ)2 + (l + η)2 + z2

]1/2
,

t12 = 4l2 + (z − ζ)2, q12 =
[
(x− ξ)2 + 4l2 + (z − ζ)2

]1/2
,

q11 =
[
(x− ξ)2 + (z − ζ)2

]1/2
.

В работе авторов [8] подробно описано получение интегральных уравнений, где в случае
симметричного обтекания функции γw и γ1 определяют локальную подъемную силу для
основного крыла (1.1) и для винглета (1.2) соответственно. Интеграл от функции γw по
основному крылу Sw есть полная подъемная сила крыла P .

2. Индуктивное сопротивление

Для вычисления индуктивного сопротивления Dind существует множество формул [9,10].
В рамках данной работы индуктивное сопротивление вычислим как разность между проекцией
подъемной силы на направление потока и подсасывающей силой. Итоговая формула имеет вид

Dind = Pα0 − T. (2.1)

Подсасывающая сила для двумерной задачи известна в теории тонкого крыла [11]. В дву-
мерной (плоской) задаче она может быть получена как

T =
π

4ρV 2
0

lim
x→−a

(a+ x) (p− − p+)
2
, (2.2)

где ρ — массовая плотность воздуха.
Переходя к трехмерной задаче, в случае тонкого крыла с винглетами необходимо принять

во внимание еще и локальную подъемную силу γ1 на винглетах, учитывая, что в случае
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Рис. 2. Схема действия подсасывающей силы

Fig. 2. Scheme of action of suction force

Рис. 3. Система узлов сетки на тонкой пластинке с винглетами

Fig. 3. System of grid nodes on a thin plate with winglets

симметричного обтекания вклад одного винглета просто удваивается. Тогда формула плоской
задачи (2.2) обобщается следующим образом на трехмерную задачу

T =
π

4ρV 2
0

 ℓ∫
−ℓ

lim
x→−a

(a+ x)γ2
w(x, y) dy + 2

c∫
0

lim
x→−a

(a+ x)γ2
1(x, z) dz

 . (2.3)

Схема действия индуктивного сопротивления изображена на рис. 2.

3. Дискретная форма уравнений

Дискретизация двумерных интегралов в полученной системе осуществляется в соответствие
с методом дискретных вихрей [12]. Принимается, что основное крыло имеет прямоугольную
форму в плане и оба винглета также являются прямоугольными. При этом вдоль размаха
длина крыла равна 2l, хорда крыла равна 2a, а высота каждого винглета равна c. Крыло
и винглеты разобьем от −a до a по оси X на Nx частей, от −l до l по оси Y на Ny частей, от 0 до
c по оси Z на Nz частей. При дискретизации выбиралось Ny = 100, Nz = 10, Nx = 40, так что
полный размер дискретной сетки равен (Ny +Nz)Nx = 4400. Более подробно дискретизация
двумерных интегральных уравнений (1.1) и (1.2) описана в [8]. Система распределения узлов
сетки на тонкой пластинке с винглетами представлена на рис. 3.

В случае индуктивного сопротивления для расчета подсасывающей силы необходимо знать
локальную подъемную силу, за которую отвечают γw и γ1

Dind = Pα0 −
π

4ρV 2
0

hy(a+ x)

Nx∑
m=1

Ny∑
j=1

γ2
w(xm, yj) + 2hz(a+ x)

Nx∑
m=1

Nz∑
k=1

γ2
1(xm, zk)

 , (3.1)

где для вычисления предела в формуле (2.3), при переходе к дискретному виду, для переменной
x в зависимости от выбранной сетки можно выбирать узлы, близко расположенные к левому
краю (то есть, к передней кромке) пластинки x = −a.
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Таблица 1. Сравнение аэродинамического качества для пластинок с винглетми и без винглетов
на различных углах атаки

Table 1. Comparison of aerodynamic quality for blades with and without winglets at different angles of attack

α0, град. Q без винглетов Q с винглетами Выигрыш
2 7,655983554 8,01625046 4,71%
4 13,07110241 13,8825511 6,21%
6 15,84789047 16,97157551 7,09%
8 16,71731188 18,04515816 7,94%
10 16,39706717 17,80444673 8,58%
12 15,56309461 16,93001502 8,78%
14 14,64453018 16,03553791 9,50%
16 13,60903114 14,90890604 9,55%

4. Полученные результаты

Для расчетов бралась прямоугольная пластинка габаритами 20×2,5 см и высотой винглетов
1 см. При этом аэродинамическое качество пластинки вычисляется по формуле

Q =
P

(Dind +W )
, (4.1)

где вязкое трение W для малого угла атаки считаем не зависящим от α0 и известным из
теории Прандтля для ламинарного погранслоя как формулу Блазиуса [13]

W = 1,328ρ (2l)V 2
0

√
2aνв

V0
, (4.2)

где νв — кинематическая вязкость воздуха.
Сравнение аэродинамического качества пластинок габаритами 20×2,5 см с винглетами

высотой 1 см и без винглетов представлено в табл. 1. График сравнения зависимости аэроди-
намического качества от угла атаки представлен на рис. 4.

Рис. 4. Сравнение аэродинамического качества для пластинок с винглетми и без винглетов
на различных углах атаки

Fig. 4. Comparison of aerodynamic quality for blades with and without winglets at different angles of attack
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Заключение

1) В работе представлен аналитический метод для тонкого слабоизогнутого крыла с вин-
глетами в рамках классической теории малых возмущений в идеальной жидкости при симмет-
ричном обтекании набегающим потоком.

2) Аэродинамическое качество у пластинки с винглетами выше, чем без винглетов. С уве-
личением угла атаки разница в качестве увеличивается.

Отмеченый выше результат вполне закономерен. Экспериментально, наличие винглетов
приводит к увеличению топливоэффективности ЛА. В данном случае можно сказать, что
даже без эксперимента полученные данные вполне правдоподобны. Эксперимент же покажет
более низкое качество, чем теоретическое. Это связано с тем, что подсасывающая сила для
пластинки толщиной 2 мм будет меньше, чем для абсолютно тонкой пластинки в теории,
а полная сила сопротивления — больше.
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