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Аннотация. В работе представлена математическая модель построения термоупругих полей для
анизотропного цилиндрического тела конечной длины. Цилиндр находится в равновесии под действием
установившегося поля температур, при отсутствии дополнительных источников тепла. Материал
цилиндра обладает прямолинейной трансверсальной изотропией. Модель строится на основе энергети-
ческого метода граничных состояний. Базис пространства внутренних состояний в составе метода
граничных состояний формируется согласно общему представлению, выражающее пространственное
напряженно-деформированное состояние через совокупность плоских вспомогательных состояний.
В качестве таких состояний выступают плоские решения термоупругой задачи. После формирования
базиса внутренних состояний проводится его ортогонализация, искомые характеристики термоупру-
гого поля раскладываются в ряд Фурье по элементам ортонормированного базиса, где в качестве
коэффициентов выступают квадратуры. Приведено решение термоупругой задачи для кругового
в плане цилиндра из гипотетического трансверсально-изотропного материала. Представлены явные
и косвенные признаки сходимости решения задачи и результат представлен в графическом виде.
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Abstract. The paper presents a mathematical model for constructing thermoelastic fields for an anisotropic
cylindrical body of finite length. The cylinder is in equilibrium under the influence of a steady temperature
field, in the absence of additional heat sources. The material of the cylinder has rectilinear transversal
isotropy. The model is built on the basis of the energy method of boundary states. The basis of the space
of internal states as part of the boundary states method is formed according to the general representation,
expressing the spatial stress-strain state through a set of plane auxiliary states. Such states are plane
solutions of the thermoelastic problem. After forming the basis of internal states, it is orthogonalized, and the
desired characteristics of the thermoelastic field are expanded into a Fourier series according to the elements
of the orthonormal basis, where quadratures act as coefficients. A solution to the thermoelastic problem for
a circular cylinder made of a hypothetical transversally isotropic material is presented. Explicit and indirect
signs of convergence of the solution to the problem are presented and the result is presented in graphical
form.
Keywords: thermoelasticity, boundary state method, transversally isotropic materials, spatial problem.
Funding. The study did not have sponsorship.
Cite as: Ivanychev, D.A., Study of the thermoelasticity problem for a transversally isotropic body of
rotation. Ecological Bulletin of Research Centers of the Black Sea Economic Cooperation, 2024, vol. 21,
no. 2, pp. 35–45. DOI: 10.31429/vestnik-21-2-35-45

Ecological Bulletin of Research Centers of the Black Sea Economic Cooperation, 2024, vol. 21, no. 2, pp. 35–45. MECHANICS

https://elibrary.ru/IBBWFD
https://doi.org/10.31429/vestnik-21-2-35-45
https://orcid.org/0000-0002-7736-9311
mailto:Lsivdmal@mail.ru
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.ru
mailto:Lsivdmal@mail.ru


Иванычев Д.А. Исследование задачи термоупругости для трансверсально-изотропного тела вращения

Received 13 May 2024. Revised 30 May 2024. Accepted 5 June 2024. Published 28 June 2024.
The author declare no competing interests.
© The Author(s), 2024. The article is open access, distributed under Creative Commons Attribution 4.0 (CCBY) license.

Современное машиностроение с целью оптимизации формы деталей, возможности ис-
пользования современных материалов, таких как композиты, полимерные материалы и др.,
предъявляет высокое требование к прочностным расчетам тел, изготовленных из этих матери-
алов. Зачастую дополнительно эти тела пребывают в экстремальных температурных условиях,
что вкупе со сложностью структуры (анизотропия упругих свойств) материала усложняет
расчет их напряженно-деформированного состояния. Температурные поля в объектах маши-
ностроения определяют характер распределения температурных напряжений и деформаций,
которые при известных условиях могут вывести деталь из строя. Важность решения задачи
о величине и характере распределения температурных напряжений в телах из усложненных
по свойствам материалов очевидна.

Решению задач термоупругости для анизотропных тел, с той или иной симметрией упругих
свойств, посвящено множество работ. Например, в работе [1] исследуется задачи термомехани-
ки для неоднородных анизотропных сред. Предлагаемый подход решения задачи предполагает
разбиения на подзадачи структурного и параметрического синтеза, каждая из которых решает-
ся разными методами. В работе [2] рассмотрена плоская стационарная задача Дирихле, когда
на границе тела заданы перемещения и температура. Задача сводится к системе интегральных
уравнений, и, если граница принадлежит классу Ляпунова, то система разрешима по Фред-
гольму. В работе [3] рассмотрена осесимметричная задача по определению напряжений в полом
цилиндрическом пуансоне при горячем деформировании заготовок. Построению матриц Грина
трехмерной теории термоупругости посвящена работа [4]. Представлены интегральный и
полиномиальный подходы формирования матриц Грина как часть гранично-элементного моде-
лирования, а также подход на основе двойных рядов Фурье. Ряд работ посвящен исследованию
задач термоупругости для слоистых анизотропных материалов, например, в работе [5] пред-
ставлена неклассическая модель связанной задачи термоупругого деформирования слоистых
анизотропных оболочек и пластин. В пространстве изображений по Лапласу строится простран-
ственный функционал, который, с учетом допущений, удалось свести к двумерному и вывести
из него корректные дифференциальные уравнения и связанные краевые условия. В работе [6]
представлен метод отсчетных поверхностей для анализа стационарных задач термоупругости
для слоистых анизотропных пластин, подвергающихся термической нагрузке. В работе [7]
методом граничных элементов рассматривается трехмерная линейная математическая теория
термоупругости. Выписаны граничные интегральные уравнения и гранично-элементная схема
их решения. В работе [8] исследуется влияние скачкообразного изменения температуры на
напряженное состояние многосвязной анизотропной бесконечной пластинки. Приближенные
решения получены численными методами. В работе [9] рассмотрен термоупругий осесиммет-
ричный изгиб кольцевых пластин, изготовленных из разносопротивляющихся ортотропных
материалов, обладающих к тому же цилиндрической анизотропией. Приведена система слож-
ных неоднородных уравнений и результаты их исследования с помощью метода конечных
разностей.

В работе [10] представлено решение задачи по определению осесимметричного термоупру-
гого поля для трансверсально-изотропного тела вращения средствами метода граничных
состояний. Решение строилось на основе плоской задачи теории термоупругости. Приведено
решение для ступенчатого кругового цилиндра, находящегося в установившемся поле темпе-
ратур, осесимметричном относительно оси вращения. А в работе [11] осесимметричная задача
термоупругости решена в совокупности с задачей эластостатики и с задачей по определению
упругого поля от действия массовых сил. Общее решение представляет собой суммы решений
частных задач.

Целью настоящей работы является развитие аналитического метода определения напряжен-
но-деформированного состояния, предложенного в работе [10], на класс неосесимметричных
термоупругих задач для анизотропных тел вращения.
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1. Постановка задачи

Рассматривается термоупругое равновесие трансверсально-изотропного тела, ограниченного
одной или несколькими коаксиальными поверхностями вращения (рис. 1) и находящийся под
действием неосесимметричного поля установившихся температур T , заданных по циклическо-
му закону. Ось анизотропии трансверсально-изотропного тела совпадает с геометрической
осью вращения z. Принята цилиндрическая система координат. Массовые силы отсутствуют.
Поверхность тела свободна от усилий и ограничений кинематического характера. Область
тела не имеет вырезов и пустот. Материал однороден.

T

z

r

O θ"

Рис. 1. Трансверсально-изотропное тело вращения

Fig. 1. Transversally isotropic body of rotation

Задача состоит в определении напряженно-деформированного состояния, возникающего
в теле, под действием заданного поля температур.

2. Дифференциальные и интегральные соотношения для анизотропной среды

Дифференциальные уравнение равновесия при отсутствии объемных сил [12]
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Соотношения Коши [12]
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Обобщенный закон Гука [12]
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Уравнение теплопроводности [12]
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Здесь: u, v, w — компоненты вектора перемещения вдоль осей r, θ, z соответственно; εr, εθ, εz,
γrθ, γzr, γzθ — компоненты тензора деформаций; σr, σθ, σz, τrθ, τzr, τzθ — компоненты тензора
напряжений; Ez и Er — модули упругости соответственно в направлении оси z и в плоскости
изотропии; νz — коэффициент Пуассона, характеризующий сжатие вдоль оси r при растяжении
вдоль оси z; νr — коэффициент Пуассона, характеризующий поперечное сжатие в плоскости
изотропии при растяжении в этой же плоскости; Gr и Gz — модули сдвига в плоскости изотро-
пии и перпендикулярной к ней; kz и kr — коэффициенты теплопроводности в направлении оси
симметрии и перпендикулярно к ней; αz и αr — коэффициентов температурного расширения
в направлении осей z и r соответственно.

3. Метод решения

В работе [12] методом интегральных наложений установлена зависимость между простран-
ственным напряженно-деформированным состоянием упругого трансверсально-изотропного
тела вращения и некоторыми вспомогательными двумерными состояниями, компоненты
которого зависят от двух координат z и y (переменных). Ось η перпендикулярна плоско-
сти zy. В качестве плоских вспомогательных состояний используется плоская деформация
upl = {upl

y , upl
η , upl

z }, возникающая в бесконечных цилиндрах, имеющих в каждой точке плос-
кость упругой симметрии, параллельную плоскости zy (направление η).

Переход к пространственному состоянию в цилиндрических координатах осуществляется
по зависимостям

un =
1

2π

 π∫
0

(
upl
y + upl

η

)
cos[(n− 1)β] dβ +

π∫
0

(
upl
y − upl

η

)
cos[(n+ 1)β] dβ

 ;

vn =
1

2π

 π∫
0

(
upl
y + upl

η

)
cos[(n− 1)β] dβ −

π∫
0

(
upl
y − upl

η

)
cos[(n+ 1)β] dβ

 ; (3.1)
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u =

b∑
n=a

[un cos(nθ) + un sin(nθ)];

v =

b∑
n=a

[−vn sin(nθ) + vn cos(nθ)]; (3.2)

w =

b∑
n=а

[wn cos(nθ) + wn sin(nθ)].

Деформации вычисляются через соотношения Коши (2.2), а напряжения через закон Гука
(2.4).

Установившееся температурное поле T pl(z, y) плоского вспомогательного состояния с отсут-
ствующими внутри источниками тепла удовлетворяет уравнению теплопроводности [12](
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Перемещения и напряжения, соответствующие температурному полю [12]
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zy = −Re[γ0ϕ
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0 (ς0)]; σpl
η = Re[(1− ε0)ϕ

′

0 (ς0)],

где p0, q0, ε0 — постоянные, зависящие от упругих констант и коэффициентов температурного
расширения αz и αr, ϕ0 (ς0) — некоторая аналитическая функция переменной ς0.

Переход от плоских температурных состояний к пространственным производится по зави-
симостям (3.1) и (3.2).

Определение упругого состояния анизотропного тела осуществляется средствами, схожими
со средствами метода граничных состояний (МГС) [14]. В качестве базиса в пространстве
внутренних состояний Ξ принимаются наборы

Ξ = {ξ1, ξ2, ξ3, . . . , ξk, . . .} ; ξk = {u(k)
i , ε

(k)
ij , σ

(k)
ij , T

(k)
i }.

Базис пространства Ξ можно сконструировать, придавая функции ϕ0 в (3.3) следующие
значения:

ϕ0 = ςn0 , n = 1, 2, 3, . . . .

Ортонормирование базиса пространства Ξ осуществляется по разработанному рекурсивно-
матричному алгоритму ортогонализации [15], где в качестве перекрестных скалярных произ-
ведений принимаются (например, для 1-го и 2-го состояния)

(ξ1, ξ2) =

∫
V

T1T2 dV,

После восстановления поля температур, удовлетворяющего уравнению теплопроводности (2.5),
определяются вектор перемещения, тензоры деформаций и напряжений, соответствующих
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Таблица 1. Функции температуры в ортонормированных базисных элементах

Table 1. Temperature functions in orthonormal basis elements

T

ξ1 0,564r cos θ

ξ2 0,488rz cos θ

ξ3 (−0,611− 0,029r3 + 0,473rz2) cos θ

ξ4 (−1,061rz − 0,086r3z + 0,473rz3) cos θ

температурному состоянию. Каждому базисному вектору Tk соответствуют вектор перемеще-
ния и тензоры деформаций и напряжений, в совокупности образующие внутреннее состояние
от действия поля температур ξk.

Решение представляет собой ряд Фурье

ξ0 =

∞∑
k=1

ckξk; ck =

∫
V

TkT dV, (3.4)

где Tk — температура в базисном элементе ξk, T — заданное поле температур.
В развернутом виде:

ui =

∞∑
k=1

cku
(k)
i ; εij =

∞∑
k=1

ckε
(k)
ij ; σij =

∞∑
k=1

ckσ
(k)
ij ; Т =

∞∑
k=1

ckТ(k). (3.5)

4. Решение задачи

Рассмотрим круговой в плане цилиндр из гипотетического трансверсально-изотропного мате-
риала, по свойствам схожего с алевролитом [16]. Задача решается в обезразмеренном виде; упру-
гие и термомеханические характеристики материала, область тела и заданная функция темпе-
ратуры подлежат процедуре обезразмеривания [17]. После процедуры обезразмеривания пара-
метров задачи, упругие характеристики материала: Ez = 6,21; Er = 5,68; Gr = 2,29; Gz = 2,55;
νz = 0,22; νr = 0,24; область цилиндра V = { (r, θ, z)| 0 ⩽ r ⩽ 1, 0 ⩽ θ ⩽ 2π, −2 ⩽ z ⩽ 2};
коэффициенты теплопроводности по осям координат [18]: kz = 1,6, kr = 6,5; коэффициенты
температурного расширения [19]: αz = 6,7, αr = 8,64. Заданное поле температур описывается
функцией T = rz4 cos θ.

При построении базиса внутренних состояний рекомендации, описанные в работах [20] и [21],
пригодны и для построения такового в задаче термоупругости. Так как заданная температура
зависит только от косинуса, то базис пространства внутренних состояний будем формировать
из левых частей выражений (3.2)

u =

b∑
n=a

[un cos(nθ)]; v =

b∑
n=a

[−vn sin(nθ)]; w =

b∑
n=а

[wn cos(nθ)], (4.1)

Причем, так как в заданном поле температур при угловой координате n = 1, то в выражениях
(4.1) a = b = 1.

После построения базиса внутренних состояний по соотношениям (3.1) и (3.2), проводится
ортонормирование его элементов, которое включает в себя исключение линейно зависимых
элементов, а также элементов для которых T = 0. Функции температуры в ортонормированных
базисных элементах представлены в табл. 1 (показано 4 элемента).

Для решения задачи потребовался базис внутренних состояний из 50 элементов. Коэф-
фициенты Фурье (3.4) ck = {5,6718; 0; 7,2467; 0; 2,1447; 0,−0,0778; 0;−0,11246; 0;−0,0871 . . .}.
Решение формируется рядами (3.5).

Хотя и косвенно, но исследовать полученные ряды на сходимость возможно, используя
«насыщение» (рис. 2) суммы Бесселя (левая часть неравенства Бесселя).
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Fig. 2. Bessel sum

0 1 2

16
θ = 0, r = 1

–2 –1

8

0

4

12

T

z

а)

θ = 0, z = 2

1/2 3/4 1

16

0 1/4

8

0

4

12

r

T

б)

r = 1, z = 2

π 3π/2 2π

16

0 π/2

8

–16

–8

12

θ

T

в)

Рис. 3. Верификация решения

Fig. 3. Verification of solution

Также оценка точности осуществляется верификацией заданной функции температуры
с полученной в результате решения. На рис. 3 приведено сравнение функций температур на
границе тела. Заданная функция — штриховая линия; восстановленная — сплошная линия.

Анализ полученного решения показал, что максимальная относительная погрешность
составила 3,6 % (средний график, координаты точки: r = 0,5, θ = 0, z = 2). Точность
решения задачи повышается при увеличении числа используемых элементов базиса внутренних
состояний.

Компоненты термоупругого поля показаны на рис. 4 в виде изолиний. В силу симметрии
компонент напряженно-деформированного состояния (НДС) относительно плоскости z = 0,
показано меридианное сечение с θ = 0 и 0 ⩽ z ⩽ 2. Значения на графике указаны в масштабе
с масштабным коэффициентом κ, т.е истинное значение показанной характеристики НДС равно
значению на графике, умноженному на κ. Все характеристики показаны для меридианного
сечения с угловой координатой θ = 0.
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а) б)

в) г)

Рис. 4. Изолинии: а) перемещение u, κ = 1, б) перемещение w, κ = 1, в) напряжение σrr, κ = 102,
г) напряжение σzz, κ = 102

Fig. 4. Isolines: а) displacement u, κ = 1, б) displacement w, κ = 1, в) stress σrr, κ = 102, г) stress σzz, κ = 102

Компоненты упругого состояния v, τrθ, τzθ зависят от sin θ, поэтому их изолинии представим
в сечении с θ = π/2 (рис. 5). На рис. 5г представлен контур деформированного состояния
тела.

Полученные компоненты термоупругого поля строго удовлетворяют соотношениям (2.1)–
(2.5).

Выводы

Таким образом, в работе сформулирован подход решения задачи по определению напряжен-
но-деформированного состояния анизотропного тела, вызванного действием поля температур,
заданных по циклическому закону. Компоненты упругого поля зависят от всех трех координат
и носят неосесимметричный характер.

Однако предложенная методика не является общей для любого класса рассматриваемых
областей (односвязных и многосвязных) и вида заданной функции, описывающей температур-
ное поле внутри тела; если эту функцию возможно разложить на том или ином промежутке
в тригонометрический ряд по косинусам или синусам, то, не исключая принцип независимости
действия сил, данная методика вполне применима.
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д) е)

Рис. 4. Изолинии: д) напряжение τrz, κ = 102, е) температура T , κ = 1

Fig. 4. Isolines: д) stress τrz, κ = 102, е) temperature T , κ = 1

а) б)

в) г)

Рис. 5. Изолинии: а) перемещение v, κ = 1, б) напряжение σrθ, κ = 1, в) напряжение σzθ, κ = 102,
г) контур деформированного состояния тела

Fig. 5. Isolines: а) displacement v, κ = 1, б) stress σrθ, κ = 1, в) stress σzθ, κ = 102, г) contour of the deformed
state of the body
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Полученное решение имеет аналитический вид, что позволяет легко проводить анализ
полученных характеристик напряженно-деформированного состояния деталей, применяемых
в машиностроении.
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