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Аннотация. В настоящей работе предложен гибридный метод на основе метода спектральных эле-
ментов (МСЭ) и полуаналитического метода конечных элементов (ПАМКЭ) для изучения плоских
колебаний составной структуры в частотной области. Такой подход дает возможность представить ре-
шение в протяженном волноводе в виде суперпозиции нормальных мод с помощью ПАМКЭ, а смежные
области дискретизировать с помощью МСЭ. На общей для двух областей границе задаются условия
непрерывности перемещений и напряжений. Для сопряжения решений вводится вспомогательная
функция перемещений, которая раскладывается по тем же базисным функциям, что применяются
в МСЭ и ПАМКЭ. Результаты моделирования сравниваются с расчетами в конечноэлементном пакете
COMSOL Multyphysics, демонстрируется хорошее совпадение.
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Abstract. To study in-plane motion of a composite structure in the frequency domain, a hybrid scheme
based on the spectral element method (SEM) and the semi-analytical finite element method (SAFEM) is
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Введение

Для разработки надежных методов обнаружения дефектов с помощью упругих волн
требуются эффективные математические модели и алгоритмы. В случае сложных струк-
тур, содержащих области простой формы, можно оптимизировать вычислительные ресурсы,
применяя комбинацию различных методов. Подобные гибридные подходы, объединяющие
преимущества нескольких методов, часто применяются для решения задач математической
физики [1,2].

Наиболее распространенным прямым численным методом решения волновых задач является
метод конечных элементов (МКЭ) [3]. Ключевой недостаток как МКЭ, так и родственного ему
метода спектральных элементов (МСЭ) [4,5], предполагающий использование многочленов
высоких порядков, — необходимость увеличения числа степеней свободы/элементов для
достижения приемлемой точности решения. Это приводит к значительному увеличению
вычислительных затрат при анализе протяжённых структур, таких как волноводы. Подобный
недостаток, хотя в несколько меньшей степени, имеют метод граничных элементов (МГЭ) [6]
и метод масштабируемых граничных конечных элементов (ММГКЭ) [7]. В МГЭ численная
дискретизация проводится на компакте размерностью на единицу меньшей, чем размерность
пространства задачи, что при наличии аналитических представлений для матрицы Грина
приводит к меньшим затратам машинного времени.

Разновидности метода граничных интегральных уравнений (МГИУ) [8–10], а также полуа-
налитический метод конечных элементов (ПАМКЭ) [11] позволяют эффективно рассчитывать
волновые поля в слоистых волноводах, но не могут напрямую описывать составные структуры
сложной формы. Поэтому в тех случаях, когда в исследуемых структурах имеются протя-
женные области (волноводы), для изучения которых применимы полуаналитические подходы,
прибегают к гибридным схемам. Так, в волновых задачах распространение получили гибрид-
ные методы, в рамках которых в протяженной области, в том числе неограниченной, решение
строится с использованием полуаналитического метода, а смежные области дискретизируются
одним из прямых численных методов, например, [12–18].

Так как ПАМКЭ предполагает конечно-элементную дискретизацию только поперечного
сечения волновода на основе МСЭ, то ПАМКЭ и МСЭ были взяты в качестве основы при
разработке предлагаемого в данной работе гибридного метода для исследования динамическо-
го поведения структуры, состоящей из протяженного слоистого волновода конечной длины
и прилегающей к нему области прямоугольной формы. В случае областей произвольных форм
достаточно стандартной модификации в МСЭ (см. [2, 20]), поэтому для простоты изложения
она здесь не приводится. Предлагаемый гибридный метод обращается к ПАМКЭ для описания
распространения волн в упругом протяженном волноводе [11] и к МСЭ для моделирования
динамических колебаний в областях конечных размеров [19–21]. Настоящая работа является
продолжением предыдущего исследования [22], где рассматривался скалярный случай (ан-
типлоские колебания). Поэтому в работе рассматривается уже векторный случай (плоские
колебания) и представляется общая схема построения решения путем «сшивки» решений
для каждой из смыкающихся областей с помощью метода Галеркина. Приводятся численные
результаты предлагаемого гибридного подхода и его сравнение с МКЭ. Демонстрируется
хорошее совпадение.

1. Постановка задачи

Рассматриваются плоские установившиеся гармонические колебания составной области
Ω = Ω1 ∪ Ω2. При этом область Ω2 = {0 ⩽ x1 ⩽ d2, h3 ⩽ x2 ⩽ h3 + h2} представляет собой
протяженный волновод заданной толщины h2, а Ω1 может быть произвольной формы и имеет
общую границу Sc с областью Ω2. Соответствующая задача теории упругости формулируется
в декартовой системе координат x = {x1, x2}. Уравнения движения для гармонических
колебаний в плоской постановке с круговой частотой ω = 2πf в p-й области Ωp записываются
в терминах тензора напряжений σij и вектора перемещений с двумя ненулевыми компонентами
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Рис. 1. Геометрия задачи в случае прямоугольной области Ω1

Fig. 1. Geometry of the problem in the case of a rectangular region Ω1

u = {u1, u2} следующим образом:
2∑

j=1

∂σ
(p)
ij (x)

∂xj
+ ρ(p)ω2u

(p)
i (x) = 0, p = 1,2, x ∈ Ωp. (1.1)

Уравнения состояния

σ
(p)
ij (x) = C

(p)
ijkl

∂u
(p)
k (x)

∂xl
, p = 1,2, x ∈ Ωp (1.2)

связывают компоненты тензора напряжений σij и вектора перемещений uk. Здесь C
(p)
ijkl и ρ(p) —

компоненты тензора упругих постоянных и плотность p-го материала соответственно. Подста-
новка уравнений (1.2) в (1.1) позволяет переписать уравнения движения в терминах вектора
перемещений для p-й области Ωp

2∑
j=1

2∑
k=1

2∑
l=1

C
(p)
ijkl

∂2u
(p)
k (x)

∂xl∂xj
+ ρ(p)ω2u

(p)
i (x) = 0, x ∈ Ωp. (1.3)

Внешняя граница области Ω разбивается на несколько частей S = (∂Ω) = S0 ∪ Su ∪ Sσ в за-
висимости от типа граничных условий. На границе S0 задается условие жесткого защемления

u1(x) = u2(x) = 0, x ∈ S0, (1.4)

на границе Su перемещения приравниваются к константе u0 ̸= 0

u1(x) = u2(x) = u0, x ∈ Su, (1.5)

а граница Sσ свободна от напряжений

σ(x)n = 0, x ∈ Sσ. (1.6)

Здесь и далее n = {n1, n2} — вектор нормали. На внутренней границе Sc = Ω1 ∩ Ω2 ставятся
условия непрерывности перемещений и напряжений

u (1)(x) = u (2)(x), σ(1)(x) · n = σ(2)(x) · n, x ∈ Sc. (1.7)

Геометрия задачи, которая обсуждается в настоящей работе, приведена на рис. 1. Здесь
в качестве области Ω1 без потери общности рассматривается область прямоугольной формы
Ω1 = [−d1,0]× [0, h1 + h2 + h3].
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2. Общая схема решения

Для построения решения с применением гибридной схемы необходимо сначала рассмот-
реть решение двух вспомогательных задач для областей Ω1 и Ω2, в которых неизвестная
функция перемещений на общей границе Sc предполагается известной, и решение строится
соответственно с помощью МСЭ и ПАМКЭ. Таким образом, для «сшивки» двух решений на
внутренней границе вводится вспомогательная неизвестная функция перемещений

u
(1)
k (x) = u

(2)
k (x) = qk(x), k = 1, 2, x ∈ Sc. (2.1)

2.1. Метод спектральных элементов (МСЭ)

Для области Ω1 рассматривается вариационная формулировка уравнения (1.1)

2∑
i=1

2∑
j=1

∫
Ω1

∂σ
(1)
ij (x)

∂xj
v
(1)

k′ i
(x) dV + ρ(1)ω2

2∑
i=1

∫
Ω1

u
(1)
i (x)v

(1)

k′ i
(x) dV = 0. (2.2)

вместе с граничными условиями (1.4)–(1.6) на тех границах, которые относятся к Ω1, и условием
(2.1), где функция перемещений предполагается известной. Применяя первую формулу Грина,
уравнение (2.2) можно переписать в слабой постановке

2∑
i=1

2∑
j=1

∮
∂Ω1

σ
(1)
ij (x)v

(1)

k′ i
(x)nj dl −

2∑
i=1

2∑
j=1

∫
Ω1

σ
(1)
ij (x)

∂v
(1)

k′ i
(x)

∂xj
dV+

+ ρ(1)ω2
2∑

i=1

∫
Ω1

u
(1)
i (x)v

(1)

k′ i
(x) dV = 0. (2.3)

В МСЭ в качестве базисных функций для аппроксимации u
(1)
i (x) используются интерполя-

ционные полиномы Cik(ξlkk ) на узлах Гаусса–Лежандра–Лобатто [21]. Для прямоугольной
области Ω1, производится разбиение на прямоугольные элементы (на M1 по оси x1 и на
M2 = M1

2 +M2
2 +M3

2 по оси x2)

Ω1 =

M1⋃
l1=1

[
xl1
1 , x

l1+1
1

]
×

M2⋃
l2=1

[
xl2
2 , x

l2+1
2

]
.

При этом глобальная система координат xk связана с локальной системой координат ξlkk на
каждом элементе lk соотношениями вида

ξlkk =
2xi − xlk+1

k − xlk
k

xlk+1
k − xlk

k

, xi =
xlk+1
k − xlk

k

2
ξlkk +

xlk+1
k + xlk

k

2
,

d

dxk
= Slk

d

dξlkk
, Slk =

2

xlk+1
k − xlk

k

, k = 1, 2.

Тогда решение уравнения (1.1) можно представить как

u
(1)
k (x) =

M1∑
l1=1

M2∑
l2=1

N+1∑
i1=1

N+1∑
i2=1

yl1l2i1i2k Ci1(ξl11 )Ci2(ξl22 ) =

2G1∑
I1=1

yI1Ci1(ξl11 )Ci2(ξl22 ), k = 1, 2, (2.4)

где функция I1(k, l1, l2, i1, i2) = (k−1)G1+(i1−1)(M2N+1)+(M2N+1)N(l1−1)+N(l2−1)+i2
используется для индексации узлов, а величина G1 = (M1N + 1)(M2N + 1) — это общее коли-
чество узлов. В узлах Гаусса–Лежандра–Лобатто χj значения интерполяционных полиномов
совпадают с дельта-символом Кронекера

Ci(χj) = δij ,
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а значения производной dCi(χj)/dξ вычисляются аналитически [21] и обозначаются как Di
j .

Для дискретизации уравнения (2.3) применяется метод Бубнова–Галеркина, согласно кото-
рому тестовые функции v

(1)

k′ i
(x) берутся совпадающими с базисными функциями

v
(1)

k′ i
(x1, x2) = δk′ iC

i
′
1(ξ

l
′
1
1 )Ci

′
2(ξ

l
′
2
2 ), (2.5)

которые в соответствии с условием (1.4) на границе S0 равны нулю

v
(1)

k′ i
(x) = 0, x ∈ S0. (2.6)

В дальнейшем, для краткости, тестовые функции нумеруются индексом I
′

1(k
′
, l

′

1, l
′

2, i
′

1, i
′

2) по
аналогии с индексом I1(k, l1, l2, i1, i2).

Интегралы в (2.3) при использовании (2.4)–(2.6) могут быть вычислены на узлах Гаусса–
Лежандра–Лобатто χk с помощью квадратуры Лобатто [5]

1∫
−1

f(x) dx ≈
N+1∑
k=1

wkf(χk).

После подстановки (2.4) и (2.5) в (2.3) и учета условия (2.6) формируется система линейных
алгебраических уравнений (СЛАУ)

2G1∑
I1=1

A1
I
′
1I1

yI1 = ηI
′
1 ,

где

A1
I
′
1I1

= δl1l
′
1
δl2l

′
2

(
− C

(1)

k′1k2
wi1D

i
′
1
i1
wi

′
2
Di2

i
′
2

− C
(1)

k′2k1
wi

′
1
Di1

i
′
1

wi2D
i
′
2
i2
−

− C
(1)

k′1k1

Sl1

Sl2
wi2δi2i

′
2

N+1∑
k1=1

wk1
D

i1
k1
D

i
′
1

k1
− C

(1)

k′2k2

Sl2

Sl1
wi1δi1i

′
1

N+1∑
k2=1

wk2
D

i2
k2
D

i
′
2

k2
+

+ ρ(1)ω2 1

Sl1Sl2
wi1wi2δkk′ δi1i

′
1
δi2i

′
2

)
(2.7)

и ηI
′
1 — компоненты вектора столбца, которые равны нулю, за исключением тех, что соответ-

ствуют узлам на границе Sc

ηI
′
1 =

qk(x2), k = 1, 2, l
′

1 = M1, i
′

1 = N + 1, l
′

2 ∈ [M1
2 + 1,M1

2 +M2
2 ],

0, иначе.

При этом условие (1.6) дает нулевой вклад контурного интеграла в (2.3), а для выполнения
условия (1.4) необходимо изменить соответствующие строки матрицы:

A1
I
′
1(k

′ ,1,l
′
2,1,i

′
2)I1

= 0, A1
I
′
1(k

′ ,1,l
′
2,1,i

′
2)I

′
1(k

′ ,1,l
′
2,1,i

′
2)

= 1.

2.2. Полуаналитический метод конечных элементов (ПАМКЭ) для протяженных слоистых
волноводов

Для области Ω2, по аналогии с Ω1, используется вариационная формулировка уравнения
(1.3) с граничными условиями (1.4)–(1.6) на тех границах, которые относятся к Ω2, и условием
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(2.1). При этом к (1.3), согласно ПАМКЭ, предварительно применяется прямое преобразование
Фурье по x1 с параметром преобразования α, что приводит к уравнению

2∑
k=1

2∑
i=1

(
C

(2)
i2k2

h2+h3∫
h3

∂2Uk(α, x2)

∂x2
2

v
(2)

k′ i
(x2) dx2−iα

(
C

(2)
i2k1+C

(2)
i1k2

) h2+h3∫
h3

∂Uk(α, x2)

∂x2
v
(2)

k′ i
(x2) dx2−

− α2C
(2)
i1k1

h2+h3∫
h3

Uk(α, x2)v
(2)

k′ i
(x2) dx2

)
+

h2+h3∫
h3

ρ(2)ω2Ui(α, x2)v
(2)

k′ i
(x2) dx2 = 0 (2.8)

относительно преобразования Фурье для перемещений

Uk(α, x2) = Fx1

[
u
(2)
k (x1, x2)

]
=

∫ +∞

−∞
u
(2)
k (x1, x2)e

iαx1 dx1, k = 1, 2.

С учетом (1.2) можно переписать граничное условие (1.6) относительно Фурье-символа Uk(α, x2)

σ
(2)
i2 (x) =

2∑
k=1

(
C

(2)
i2k1

∂u
(2)
k (x)

∂x1
+ C

(2)
i2k2

∂u
(2)
k (x)

∂x2

)
=

=

2∑
k=1

(
− iαC

(2)
i2k1Uk(α, x2) + C

(2)
i2k2

∂Uk(α, x2)

∂x2

)
= 0, x ∈ Sσ. (2.9)

Интегрируя по частям и подставляя условие (2.9), уравнение (2.8) приводится к слабой
постановке

2∑
k=1

2∑
i=1

(
− C

(2)
i2k2

h2+h3∫
h3

∂Uk(α, x2)

∂x2

∂v
(2)

k′ i
(x2)

∂x2
dx2+

+ iαC
(2)
i2k1

(
Uk(α, h2 + h3)v

(2)

k′ i
(h2 + h3)− Uk(α, h3)v

(2)

k′ i
(h3)

)
−

− iα
(
C

(2)
i2k1 + C

(2)
i1k2

) h2+h3∫
h3

∂Uk(α, x2)

∂x2
v
(2)

k′ i
(x2) dx2 − α2C

(2)
i1k1

h2+h3∫
h3

Uk(α, x2)v
(2)

k′ i
(x2) dx2

)
+

+ ρ(2)ω2
2∑

i=1

h2+h3∫
h3

Ui(α, x2)v
(2)

k′ i
(x2) dx2 = 0. (2.10)

Поскольку предполагается осуществить «сшивку» решений двух подзадач с помощью
гибридной схемы, Фурье-символ Uk(α, x2) и вспомогательную функцию qk(x2) целесообразно
разложить по тем же самым базисным функциям

Uk(α, x2) =

M2
2∑

l=1

N+1∑
s=1

βls
k (α)Cs(ξl) =

2G2∑
I2=1

βI2(α)Cs(ξl), k = 1, 2, (2.11)

qk(x2) =

M2
2∑

r=1

N+1∑
j=1

γrj
k Cj(ξr) =

2G2∑
I2=1

γI2Cj(ξr), k = 1, 2, (2.12)

где I2(k, l, s) = (k − 1)G2 + N(l − 1) + s используется для индексации узлов в поперечном
сечении волновода, а величина G2 = M2

2N + 1 – это общее количество узлов.
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Для дискретизации уравнения (2.10) снова применяется метод Бубнова–Галеркина. Согласно
ему тестовые функции v

(2)

k′ i
(x2) берутся совпадающими с базисными функциями

v
(2)

k′ i
(x2) = δk′ iC

s
′

(ξl
′

). (2.13)

В дальнейшем индекс I
′

2(k
′
, l

′
, s

′
) используется для нумерации тестовых функций таким же

образом, как и индекс I2(k, l, s). С учетом подстановки представлений (2.11) и (2.13) в (2.10),
а также условия (1.6) формируется СЛАУ относительно вектора неизвестных β

2G2∑
I2=1

(
−K0

I
′
2I2

− iαK1
I
′
2I2

− α2K2
I
′
2I2

+ ω2MI
′
2I2

)
βI2 = 0, (2.14)

где

K0
I
′
2I2

= C
(2)

k′2k2
Slδll′

N+1∑
n=1

wnD
s
nD

s
′

n ,
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I
′
2I2
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(
C

(2)

k′2k1
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(2)
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)
δll′ws′D

s
s′
− C

(2)

k′2k1

(
δsN+1δlM2

2
δs′N+1δl′M2

2
− δs1δl1δs′1δl′1

)
,

K2
I
′
2I2

= C
(2)

k′1k1

1

Sl
δll′wsδss′ ,

MI
′
2I2

= ρ2
1

Sl
δll′wsδss′δkk′ .

Уравнение (2.14) не сводится напрямую к задаче на собственные значения относительно
вектора неизвестных β, поэтому рассматривается эквивалентная система уже относительно
вектора неизвестных b = {β, λβ}T (

B− λE4G2×4G2

)
b = 0,

B =

∥∥∥∥∥ 0 E2G2×2G2

(K2)−1(K0 − ω2M) (K2)−1K1

∥∥∥∥∥ ,
где λ = iα, а E — единичная матрица соответствующей размерности. Тогда взаимосвязь между
волновым числом α = −iλ и частотой ω, необходимая для построения различных дисперси-
онных характеристик волновода, может быть получена путем решения характеристического
(дисперсионного) уравнения относительно частоты ω:

det
(
B(ω)− λE

)
= 0. (2.15)

Полученные при решении задачи (2.15) собственные числа α и собственные вектора β исполь-
зуются для построения решения в протяженном волноводе Ω2

u
(2)
k (x1, x2) =

2∑
m=1

2G2∑
n=1

cmn Uk(α
m
n , x2, β

nm
k )eiα

m
n (xm

1 −x1) =

=

4G2∑
Ĩ2=1

cĨ2Uk(α
Ĩ2 , x2, β

Ĩ2
k )eiα

Ĩ2 (xm
1 −x1), k = 1, 2, x1

1 = 0, x2
1 = d2, (2.16)

где Ĩ2(m,n) = 2G2(m−1)+n. Предварительно необходимо отсортировать α и соответствующие
им β так, чтобы Im(α) ⩽ 0 при m = 1 и Im(α) ⩾ 0 при m = 2. Следует также отметить,
что для реализации гибридной схемы, по сути, уже достаточно представления (2.16), так
как неизвестные значения коэффициентов разложения могут быть найдены подстановкой
в граничные условия на торцах волновода с использованием проекционных методов.
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Таблица 1. Значения волновых чисел для упругого слоя из алюминия толщиной 1 мм при различных
значениях спектральных элементов на частоте f = 10 МГц

Table 1. Wave number values for an elastic aluminum layer 1 mm thick for different values of spectral elements at a
frequency of f = 10 MHz

Спект- N = 3, N = 5, N = 13, N = 5, N = 4, N = 6,

ральные M2
2 = 1, M2

2 = 1, M2
2 = 1, M2

2 = 2, M2
2 = 5, M2

2 = 6,

элементы G2 = 4 G2 = 6 G2 = 14 G2 = 11 G2 = 21 G2 = 37

Волновое число α1
1, мм−1 моды A0

МГИУ 21,6522
ПАМКЭ 20,4597 21,1951 21,6522 21,5717 21,6427 21,6522

ε, % 5,83 2,16 1,18 ·10−5 0,37 0,04 7,62 ·10−6

Волновое число α1
2, мм−1 моды S0

МГИУ 21,6429
ПАМКЭ 20,405 21,0058 21,6429 21,5614 21,6333 21,6429

ε, % 6,07 3,03 3,25 ·10−6 0,38 0,04 7,67 ·10−6

Расчитанные с помощью ПАМКЭ волновые числа α и медленности s = α/ω для упругого
слоя из алюминия толщиной h2 = 1 мм на частоте f = 10 МГц сравниваются с аналогичными
расчетами МГИУ в табл. 1 и на рис. 2. Относительная погрешность ε в табл. 1 рассчитывалась
по формуле

ε =
|αМГИУ − αПАМКЭ|

|αПАМКЭ|
× 100.

Из табл. 1 видно хорошее совпадение волновых чисел моды A0 и S0 на частоте f = 10 МГц,
расчитанных с помощью МГИУ и ПАМКЭ при достаточно высоком порядке интерполяцион-
ных полиномов (N = 13). Однако можно добиться близкой точности при меньшем порядке
интерполяционных полиномов, например, при N = 7 и M2

2 = 2 (рис. 2). Также из рис. 2 видно,
что для частот до 1 МГц достаточно минимального количества узлов (N = 3, M2

2 = 1) для
получения близких с МГИУ результатов.

2.3. Гибридная схема

Для построения решения рассматриваемой задачи (1.3)–(1.6), согласно гибридной схеме,
вводится неизвестная функция перемещений на общей границе Sc. При этом необходимо
обеспечить непрерывность перемещений и напряжений (1.7) на интерфейсе. В случае МСЭ
и области Ω1 это приводит к изменению строк матрицы A1, соответствующих узлам на границе
Sc:

A1
I
′
1(k

′ ,M1,l
′
2,N+1,i

′
2)I1

= 0, A1
I
′
1(k

′ ,M1,l
′
2,N+1,i

′
2)I

′
1(k

′ ,M1,l
′
2,N+1,i

′
2)

= 1,

и к формированию матрицы A2 размера 2G1 × 2G2, элементы которой равны нулю, за
исключением тех, что также соответствуют узлам на границе Sc:

A2
I
′
1I2

=

{
1, k = 1, 2, l

′

1 = M1, i
′

1 = N + 1, l
′

2 ∈ [M1
2 + 1,M1

2 +M2
2 ],

0, иначе.

Тогда можно выписать следующее уравнение:

A1y = A2γ,

и в области Ω2 будут выполняться граничные условия (1.5), (1.7) и (2.1), если здесь к нахож-
дению решения применить метод Галеркина.
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Рис. 2. Медленности, расчитанные для упругого слоя из алюминия толщиной 1 мм при различных
значениях спектральных элементов

Fig. 2. Slownesses calculated for an elastic layer of aluminum 1 mm thick for different values of spectral elements
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Тестовые функции в виде (2.13), а также подстановка разложений (2.12) и (2.16) в условия
(1.5) и (2.1) позволяют получить следующие соотношения с помощью метода Галеркина
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Аналогично с учетом тестовых функций (2.13) условие непрерывности напряжений на интер-
фейсе (1.7) представляется в виде
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В результате проделанных выше преобразований для составной области Ω в случае гибрид-
ного подхода к решению формируется СЛАУ относительно коэффициентов разложений u

(1)
k ,

u
(2)
k и qk соответственно в виде (2.4), (2.16) и (2.12), или в краткой записи

A1y = A2γ, B1c = B3γ, B2c = g, Qi1y = Qi2c.

Вид уравнений позволяет «свернуть» и упростить эту систему уравнений для численных рас-
четов путем исключения коэффициентов разложения для искусственно введенной неизвестной
функции перемещений qk. В результате система

A1u = Ã
2
γ, B2c = g, Qi1u = Qi2c.
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Рис. 3. Перемещения u1(x1, x2), рассчитанные с помощью МКЭ (а) и гибридной схемы (б) при
f = 5 МГц и h3 = 1 мм

Fig. 3. Displacements u1(x1, x2) calculated using FEM (а) and hybrid scheme (б) at f = 5 MHz and h3 = 1 mm

содержит только коэффициенты разложений для u
(1)
k , u(2)

k , где Ã
2
= A2(B3)−1B1.

3. Численный анализ

Компьютерная реализация полуаналитического гибридного метода выполнена в пакете
прикладных программ MATLAB. Основные характеристики исследуемой составной структуры
приведены в табл. 2. Задаваемые на границе Su перемещения равнялись: u0 = 1 мм. Результаты,
полученные с помощью реализованного гибридного метода, сравниваются с МКЭ (COMSOL
Multiphysics). В конечноэлементном пакете COMSOL использовались полиномы пятой степени
(Quintic Lagrange discretization).

На рис. 3–4 изображены перемещения u1, u2, а на рис. 5–7 напряжения σ11, σ12, σ22 во всей
составной области Ω, вычисленные с помощью гибридной схемы при N = 7, M1 = M2

2 = 4
(рис. 3б–4б и 5б–7б) и с помощью МКЭ (рис. 3а–4а и 5а–7а) для большой частоты f = 5 МГц.
Можно видеть хорошее совпадение с расчетом МКЭ.

Таблица 2. Свойства материалов и геометрические параметры волноводной структуры

Table 2. Material properties and geometric parameters of the waveguide structure

Область Материал Параметры ρi, di, h1, h2, h3,
Ламе, ГПа кг/м3 мм мм мм мм

Ω1 Сталь λ = 104,4;
µ = 80

7850 1 1 1 1

Ω2 Алюминий λ = 55,5;
µ = 26,1

2700 10 – 1 –
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Рис. 4. Перемещения u2(x1, x2), рассчитанные с помощью МКЭ (а) и гибридной схемы (б) при
f = 5 МГц и h3 = 1 мм

Fig. 4. Displacements u2(x1, x2) calculated using FEM (а) and hybrid scheme (б) at f = 5 MHz and h3 = 1 mm
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Fig. 5. Stresses σ11(x1, x2) calculated using FEM (а) and hybrid circuit (б) at f = 5 MHz and h3 = 1 mm
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Fig. 6. Stresses σ12(x1, x2) calculated using FEM (а) and hybrid circuit (б) at f = 5 MHz and h3 = 1 mm

x
2
, 
м

м

-3

σ
2

2
, 

Г
П

а

1,5

3
10´

0

1

2

3

а)

x
2
, 
м

м

1,5

-3

σ
2

2
, 

Г
П

а

3
10´

0

1

2

3

-1 109876543210
x

1
, мм

б)

Рис. 7. Напряжения σ22(x1, x2), рассчитанные с помощью МКЭ (а) и гибридной схемы (б) при
f = 5 МГц и h3 = 1 мм

Fig. 7. Stresses σ22(x1, x2) calculated using FEM (а) and hybrid circuit (б) at f = 5 MHz and h3 = 1 mm
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Рис. 8. Относительные погрешности гибридной схемы εp, рассчитанные в области Ω1 (а)
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Fig. 8. Relative errors of the hybrid εp circuit calculated in the Ω1 region (а) and the Ω2 region (б) at f = 5 MHz
and h3 = 1 mm

Для исследования сходимости гибридного метода вводятся и вычисляются относительные
погрешности модулей векторов перемещений |u| и |ucomsol| в норме пространства L1, полу-
ченных, соответственно, с использованием гибридной схемы и МКЭ на «мелкой» сетке для
каждой области Ωp

εp =
∥ |u| − |ucomsol| ∥L1(Ωp)

∥ |ucomsol| ∥L1(Ωp)

.

На рис. 8 видно уменьшение относительной погрешности расчета на основе гибридной схемы
с увеличением количества спектральных элементов при N = 4 и при N = 7.

Заключение

В работе представлен гибридный полуаналитический метод решения динамических задач
теории упругости для составной упругой структуры, составленной из слоистого протяженного
волновода и области конечных размеров. Для описания плоских колебаний в частотной области
используются метод спектральных элементов и полуаналитический метод конечных элементов
(ПАМКЭ).

Продемонстрирована сходимость гибридного метода и показано хорошее совпадение с ре-
зультатами, полученными методом конечных элементов в пакете COMSOL Multiphysics®.
Следует отметить, что для протяженных волноводов точность построения решения с помощью
ПАМКЭ контролировалась путем сравнения с методом граничных интегральных уравнений
(МГИУ). Можно заключить, что ПАМКЭ обеспечивает близкую к МГИУ точность, если на
данной частоте количество узлов превосходит количество распространяющихся мод.

Предложенный гибридный метод может быть полезен для изучения волновых процессов
в акустических метаматериалах (например, для метаматериалов в виде пластины с периоди-
ческим массивом тонких полосовых полостей) [23] и проведения параметрического анализа
с целью определения наиболее оптимальной конфигурации.
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