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TO THE STUDY OF RESONANCE PROPERTIES OF MEDIA WITH INHOMOGENEITIES
OF DIFFERENT NATURE
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The work offers a new method aimed at constructing matrix-symbols of the kernels of integral
equations systems and their determinants. The method is based on the statement and solution of
boundary-value problems for viruses of vibration strength with definite structure.

Многие прикладные задачи, в частности,
задачи определения критериев оценки проч-
ностных свойств новых конструкционных ма-
териалов, фундаментальные проблемы оцен-
ки сейсмичности литосферных плит и про-
гноза землетрясений, приводят к необходимо-
сти создания методов анализа напряжённо-
деформированного состояния с позиции меха-
ники разрушения с учетом связности механи-
ческих, электромагнитных и тепловых факто-
ров, а также с учетом наиболее распростра-
ненных видов неоднородностей или дефек-
тов — включений и трещин, присущих сло-
истым структурам.

Динамические задачи для полуограничен-
ных сред, содержащих совокупность неод-
нородностей различной природы, являют-
ся на сегодняшний день малоизученными.
Сложность их исследования обусловлена тем,
что вследствие зависимости напряженно-
деформированного состояния системы от
многих параметров традиционные аналитиче-
ские и численные методы анализа становятся

неэффективными даже при небольшом коли-
честве дефектов, а с ростом частоты колеба-
ний и в областях больших размеров многие из
них неприменимы. Кроме того, неединствен-
ность решений динамических задач для сред
с совокупностью неоднородностей при неко-
торых значениях параметров, делает эти за-
дачи еще более сложными. В связи с этим
актуальными становятся как исследования
рассматриваемого класса задач в новой по-
становке, так и разработка новых численно-
аналитических методов их решения. Особенно
важным является создание методов, направ-
ленных на изучение резонансных свойств ме-
ханических систем.

Исследования резонансных явлений, су-
ществование которых в полуограниченных те-
лах было предсказано И.И. Воровичем, не
теряют своей актуальности и на сегодняш-
ний день. В [1] дан глубокий анализ обще-
го представления решения ИУ динамических
смешанных задач, состоящего из энергети-
ческой составляющей, обладающей конечной
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энергией, и неэнергетической с бесконечной
энергией, обеспечивающей излучение энер-
гии. В случае существования лишь энерге-
тической составляющей решения полуограни-
ченное тело при наличии массивного штам-
па приобретает точки изолированного спек-
тра и возможен резонанс. Резонансы тако-
го рода были названы низкочастотными или
В-резонансами. Они возникают в диапазоне
0 < ω < ωкр 6= 0 докритических частот запи-
рания волноводных свойств полуограничен-
ного тела. Доказано, что точек дискретного
спектра всегда конечное число, и они лежат
в указанном диапазоне частот. Если ωкр = 0,
то рассматриваемая система не имеет низко-
частотных резонансов. Фундаментальные ре-
зультаты по исследованию низкочастотных
резонансов содержатся в обобщающей моно-
графии [2].

В [3,4] установлено, что в полуограничен-
ных телах типа полосы, слоя, цилиндра су-
ществование лишь энергетической составля-
ющей решения возможно и для ω > ωкр, но
только при выполнении определенных усло-
вий. Первоначально полученные условия свя-
зывали размеры штампа с параметрами сре-
ды и не содержали ограничений на его мас-
су. Такой режим получил название резонан-
са невесомых штампов, а условия его возник-
новения были названы условиями статично-
сти. Большим научным достижением стало
обоснование существования резонансных ре-
жимов в средах с неоднородностями, реали-
зуемых также в диапазоне частот ω > ωкр
при выполнении определенных условий — спе-
циальным образом ориентированных включе-
ний и трещин, параметры которых удовле-
творяют некоторым соотношениям, связыва-
ющим их с характеристиками полуограничен-
ного тела. Эти резонансы получили название
высокочастотных [5], а условия их возникно-
вения были названы условиями локализации
вибрационного процесса. Обнаруженное свой-
ство совокупности неоднородностей при опре-
деленных условиях локализовать волновой
процесс в своей окрестности признано науч-
ным открытием В.А. Бабешко, И.И. Ворови-
ча, И.Ф. Образцова «Явление высокочастот-
ного резонанса в полуограниченных телах с
неоднородностями». Таким свойством облада-
ют не только множественные, но и отдель-
ные неоднородности. Способность локализо-
вать волновой процесс присуща средам, про-
водящим волны различной физической при-

роды — упругие, электромагнитные, звуко-
вые, что имеет подтверждение в теоретиче-
ских и экспериментальных исследованиях.

В.А. Бабешко создана новая теория —
теория «вирусов» вибропрочности, изучаю-
щая специальные сочетания неоднородностей
и их влияние на динамические, в том числе
и прочностные свойства деформируемых сло-
истых сред. Теория, являясь математически
и механически строгой, способствует отходу
от понятия идеальной сплошности, уводит от
традиционных постановок задач и стратегии
исследования. Она нацелена на выделение,
классификацию и изучение свойств специ-
альных механических объектов, находящих-
ся в деформируемой среде, способных в усло-
виях вибрации локализовать волновой про-
цесс и вызвать резонансы. Основополагающие
результаты по теории «вирусов» вибропроч-
ности, определению условий локализации и
развитию принципиально новых подходов к
их исследованию получены В.А. Бабешко и
О.М. Бабешко [5–13].

В настоящей работе рассматривается со-
вокупность простейших типов дефектов —
плоских трещин и жестких включений, рас-
положенных в параллельных плоскостях. Ос-
новное внимание при этом уделено тому фак-
ту, что количество неоднородностей носит
множественный характер.

Исследование динамических процессов в
слоистых полуограниченных средах, содержа-
щих совокупность неоднородностей, приводит
к необходимости решения системы интеграль-
ных уравнений I рода, которую можно запи-
сать в операторном виде

KQ(α, β) =

∫
δ1

∫
δ2

K(α, β, ω)Q(α, β)×

× e−i(αx+βy) dα dβ = f(x, y), (1)

(x, y) ∈ Ω,

где f(x, y) = {w0
0,w

0
1,w

0
2, . . . ,w

0
L, t

0
1, t

0
2, . . . ,

t0L} — многомерный вектор, компонента-
ми которого являются трехмерные векто-
ры перемещений w0

0, w0
k, заданные на по-

верхности среды в области контакта Ω0

и на границах включений Ωk, а также
векторы усилий t0k, заданные на берегах
трещин в областях Ω̃k (k = 1, 2, . . . , Ñ);
Ω = {Ω0,Ω1,Ω2, . . . ,ΩÑ , Ω̃1, Ω̃2, . . . , Ω̃Ñ};
Q = {T0,η1, . . . ,ηÑ , f1, . . . , fÑ} — многомер-
ный вектор, имеющий своими компонентами
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трансформанты Фурье векторов поверхност-
ных контактных напряжений t0(x, y), скачков
напряжений на границах включений ∆tk(x, y)
и скачков перемещений ∆wk(x, y) на бере-
гах трещин. Носителем каждой из вектор-
функций t0(x, y), ∆tk(x, y), ∆wk(x, y) явля-
ется соответствующая область из Ω.

Матрица-символ K(α, β, ω) ядра систе-
мы интегральных уравнений (ИУ) являет-
ся блочной, размерность матриц Kij , являю-
щихся ее элементами, определяется физико-
механическими свойствами среды. Для упру-
гих материалов это матрицы размерности
3×3, а в общем случае для термоэлектроупру-
гих сред — 5× 5

K(α, β, ω) = ‖Kij‖2Ñ+1
i,j=1 .

Таким образом, размерность системы ИУ рав-
на 5(2Ñ + 1) × 5(2Ñ + 1) в общем слу-
чае и 3(2Ñ + 1) × 3(2Ñ + 1) для упругих
сред, что требует создания специальных мето-
дов их исследования. Ключевыми вопросами
здесь являются разработка методов построе-
ния матриц-символов Грина и на их основе
матриц-символов ядер для систем ИУ боль-
шой размерности, аналитическое представле-
ние определителей этих матриц, позволяю-
щее эффективно реализовать алгоритмы чис-
ленного анализа условий возникновения резо-
нансных режимов колебаний.

Условия локализации вибрационного про-
цесса для «вирусов» вибропрочности различ-
ного строения сформулированы в [6, 8, 10, 11,
14].

Теорема 1. [10]. Пусть для заданного
«вируса» параметры задачи таковы, что име-
ет место равенство

Q0(α, β) = 0

при λ =
√
α2 + β2 = ξk, k = 1, 2, . . . ,m.

Тогда «вирус» локализует волновой про-
цесс в своей окрестности.

Здесь ξk(α, β)(k = 1, 2, . . . ,m) — од-
номерное корневое множество det K(α, β, ω),
Q0(α, β) — многомерная вектор-функция, яв-
ляющаяся решением системы ИУ, получаю-
щейся из (1) заменой матрицы-символа ядра
K(α, β, ω) на K0(α, β, ω) на основании пред-
ставления

K(α, β, ω) = K0(α, β, ω)K∗(α, β, ω),

K0(α, β, ω) — матрица, сохраняющая асимп-
тотическое поведение K(α, β, ω) на бесконеч-
ности и не имеющая особенностей на веще-
ственной оси Imλ = 0. Способы построения
такого представления описаны в [1, 2, 15].

Предлагаемый в работе метод построения
матриц-символов ядер систем ИУ и их опре-
делителей основан на постановке и решении
краевых задач для «вирусов» вибропрочно-
сти определенного строения. Введение специ-
альных матриц, связанных с типом дефекта
и его положением в слоистой среде, позволи-
ло преобразовать блочные матрицы-символы
ядер систем ИУ большой размерности к блоч-
ным треугольным матрицам. В общем случае
термоэлектроупругой среды получено пред-
ставление определителя матрицы K(α, β, ω)
в виде произведения определителей указан-
ных матриц. Между определенными класса-
ми «вирусов» вибропрочности и функциями,
описывающими особые множества определи-
телей их матриц-символов Грина, установ-
лено взаимнооднозначное соответствие. Для
определителей матриц-символов ядер систем
ИУ, соответствующих произвольному количе-
ству и различным сочетаниям неоднородно-
стей, расположенных в параллельных плоско-
стях пакета изотропных слоев на жестком ос-
новании, получено представление в виде от-
ношения целых функций. Числителем явля-
ется произведение функций, каждая их ко-
торых зависит только от геометрических и
механических параметров среды, заключен-
ной между указанными плоскостями. Знаме-
нателем является знаменатель определителя
матрицы-символа Грина многослойной среды,
не содержащей неоднородностей, связанных с
нарушением ее сплошности. Достоинством та-
кого представления является исключение на
стадии аналитического построения корневых
и полярных множеств определителя, имею-
щих пересечения при произвольных значени-
ях параметров механической системы, что яв-
ляется важным при определении условий ло-
кализации вибрационного процесса системой
дефектов.

1. Изложим метод на примере задачи о
гармонических колебаниях пакета N упру-
гих (анизотропных) слоев, занимающего объ-
ем (−∞ < x, y < +∞; −H 6 z 6 0), с жестко
защемленной нижней гранью, вызванных по-
верхностными усилиями и вибрацией берегов
трещин, расположенных в Ñ уровнях по глу-
бине пакета.
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Перемещения w = {w1, w2, w3} точек сре-
ды описываются системой дифференциаль-
ных уравнений в частных производных [16] со
следующими граничными условиями (общий
множитель e−iωt опущен):
на верхней грани

t(x, y, z)|z=0 = t0; (2)

на границах раздела физико-механических
свойств слоев {

w+
k = w−

k ,

t+k = t−k ,
(3)

z = −zk, k = 1, 2, . . . , N − 1;

в плоскостях расположения трещин{
t̃k = t̃0k, (x, y) ∈ Ω̃k,

∆wk = 0, (x, y) /∈ Ω̃k,
(4)

z = −z̃k, k = 1, 2, . . . , Ñ ;

на нижней грани пакета

w(x, y,−H) = 0. (5)

Здесь
w(x, y, z)|z=−zk±0 = w±

k ,

t(x, y, z)|z=−zk±0 = t±k ,

w(x, y, z)|z=−z̃k±0 = w̃±
k ,

∆wk = w̃+
k − w̃−

k , t(x, y, z)|z=−z̃k±0 = t̃±k .

Сформулированная краевая задача описыва-
ет «вирус», который в обозначениях рабо-
ты [10] имеет структуру

V

1/−H;∞//2/0;∞/− z1;∞/
/− z2;∞/ . . . /− zN−1;∞/
/− z̃1; Ω̃1/− z̃2; Ω̃2/ . . . /− z̃Ñ ; Ω̃Ñ

. (6)

Это «вирус» уровня L = Ñ + N + 1 смешан-
ного типа.

Примем для (6) сокращенную запись

VN

(
1/−H;∞//2/0;∞/− z̃1; Ω̃1/

/− z̃2; Ω̃2/ . . . /− z̃Ñ ; Ω̃Ñ

)
. (7)

Индекс N указывает на количество слоев,
заключенных между плоскостями z = 0 и
z = −H.

В силу линейной постановки решение ис-
ходной задачи представимо в виде суперпози-
ции решений двух задач — задачи 1 и задачи
2.

Задача 1 .

Lw = 0;

t(x, y, z)|z=0 = t0; (8){
w+
k = w−

k ,

t+k = t−k ,

z = −zk, k = 1, 2, . . . , N − 1;

w(x, y,−H) = 0.

Задача 2 .

Lw = 0;

t(x, y, z)|z=0 = 0; (9){
w+
k = w−

k ,

t+k = t−k ,

z = −zk, k = 1, 2, . . . , N − 1;{
t̃k = t̃0k, (x, y) ∈ Ω̃k,

∆wk = 0, (x, y) /∈ Ω̃k,

z = −z̃k, k = 1, 2, . . . , Ñ ;

w (x, y,−H) = 0.

Здесь L — линейный дифференциальный опе-
ратор, определяющий перемещения точек де-
формируемой среды.

Задача 1 описывает «вирус» уровня
L = N + 1 смешанного типа

VN (1/−H;∞//2/0;∞) . (10)

Задача 2 описывает «вирус» уровня
L = Ñ +N + 1 смешанного типа (7)

VN

(
1/−H;∞//2/0;∞/
/− z̃1; Ω̃1/ . . . /− z̃Ñ ; Ω̃Ñ

)
. (11)

Эффективный метод построения
матрицы-символа Грина KN (α, β, z, ω), соот-
ветствующей «вирусу» (10) предложен в [2].
В этом случае трансформанты Фурье век-
торов перемещений и поверхностных усилий
связаны соотношением

W(α, β, z, ω) = KN (α, β, z, ω)T0.
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Для построения решения задачи 2 прове-
дем формальное разделение среды плоско-
стью z = −z̃1 и для каждой части сформу-
лируем краевые условия

Задача 2-1.

Lw = 0;

t(x, y, z)|z=0 = 0;{
w+
k = w−

k ,

t+k = t−k ,

z = −zk, k = 1, 2, . . . , N1 − 1;

t(x, y, z)|z=−z̃1+0 = t̃+1 (x, y).

Задача 2-2.

Lw = 0;

t(x, y, z)|z=−z̃1−0 = t̃−1 (x, y);{
w+
k = w−

k ,

t+k = t−k ,
(12)

z = −zk; k = 1, . . . , N − 1;{
t̃k = t̃0k, (x, y) ∈ Ω̃k,

∆wk = 0, (x, y) /∈ Ω̃k,

z = −z̃k, k = 2, . . . , Ñ ;

w(x, y,−H) = 0.

Условия стыковки слоев (12) ставятся для
k = N1, N1 + 1, . . . , N − 1, если плос-
кость z = −z̃1 не совпадает с плоскостью
раздела свойств слоев, в противном случае
k = N1 + 1, . . . , N − 1. Здесь N1 — количе-
ство слоев, заключенных между плоскостями
z = 0 и z = −z̃1.

Задача 2-1 описывает «вирус» имеющий
строение

VN1 (2/0;∞/− z̃1;∞) . (13)

«Вирус» (13) не содержит трещин, со-
ответствующая ему матрица-символ Грина
K−
N1

(α, β, z, ω) строится методом работы [2].
Тогда трансформанта Фурье вектора переме-
щений точек верхней отсеченной части среды
запишется

W(α, β, z, ω) = K−
N1

(α, β, z, ω)T̃+
1 ,

0 6 z 6 −(z̃1 + 0).

Задача 2-2 по постановке идентична ис-
ходной задаче. Это «вирус», имеющий строе-
ние (11) уровня L = (N − N1 + 1) − (Ñ − 1).
Для его исследования аналогично предыду-
щему применяется метод суперпозиции и ме-
тод сечения плоскостью z = −z̃2. Повторяя
эту процедуру для всех z = −z̃k и учитывая,
что на берегах трещин

T̃+
k = T̃−

k = T̃k, W̃+
k = W̃−

k + fk,

получим систему функционально-матричных
соотношений

W̃−
Ñ

= KÑÑ
T̃Ñ ,

W̃−
k = KÑk

T̃k +
Ñ∑

m=k+1

Mkmfm,

k = 1, 2, . . . , Ñ − 1,

T = K(α, β, ω)Q, T = {T̃1, T̃2, . . . , T̃Ñ},
Q = {f1, f2, . . . , fÑ},

K(α, β, ω) = ‖Kij‖Ñi,j=1,

Kij =

{
0, i < j,

Kij , i > j.

Ñk — количество слоев, заключенных между
плоскостями z = −z̃k и z = −H. Матрицы
Mkm описывают вклад скачка перемещений
на берегах m-той трещины в перемещения то-
чек плоскости z = −z̃k − 0.

Блочная матрица K (α, β, ω) является
матрицей-символом системы ИУ относитель-
но скачков векторов перемещений на берегах
трещин (задача 2).

Так как в полученном представлении
K(α, β, ω) — треугольная матрица, то ее опре-
делитель равен произведению определителей
матриц, расположенных на главной диагона-
ли

det K(α, β, ω) =

Ñ∏
i=1

det Kii,

Kii = S−1
i , Si = K−

Ni
−KÑi

.

Матрица Si определяется положением i-
той трещины в слоистой среде, K−

Ni
— матри-

ца Грина пакета Ni слоев со свободной верх-
ней гранью, расположенных между плоско-
стями z = −z̃i−1 и z = −z̃i, содержащими
(i − 1)-ю и i-тую трещины; KÑi

— матрица
Грина пакета Ñi слоев на жестком основании,
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заключенных между плоскостями z = −z̃i и
z = −H.

Если на поверхности среды заданы сме-
шанные граничные условия, то размерность
матрицы K(α, β, ω) увеличится на единицу, но
она по-прежнему останется треугольной и ее
определитель в этом случае будет равен

det K(α, β, ω) =
Ñ+1∏
i=1

det Kii,

причем K11 = KN , K(i+1)(i+1) = S−1
i .

2. Рассмотрим задачу о гармонических
колебаниях пакета N упругих (анизотроп-
ных) слоев с жестко защемленной нижней
гранью, вызванных поверхностными усилия-
ми и вибрацией границ жестких включений,
расположенных в Ñ уровнях по глубине па-
кета. В этом случае перемещения точек среды
находятся из решения краевой задачи

Lw = 0. (14)

Граничные условия на верхней грани (2),
на границах раздела физико-механических
свойств слоев (4) и на нижней грани пакета
(5) не изменяются. В плоскостях расположе-
ние включений имеем следующие условия:{

w̃k = w̃0
k, (x, y) ∈ Ωk,

∆tk = 0, (x, y) /∈ Ωk,

z = −z̃k, k = 1, 2, . . . , Ñ ,

∆tk = t̃+k − t̃−k .

Задаче (14) соответствует «вирус» сме-
шанного типа, уровня L = Ñ +N + 1

VN

(
1/− z̃1; Ω1/− z̃2; Ω2/ . . . /

/− z̃Ñ ; ΩÑ/−H;∞//2/0;∞

)
.

Матрица-символ ядра системы ИУ (1), соот-
ветствующей краевой задаче (14), построен-
ная по схеме, описанной в п.1, также является
треугольной:

K(α, β, ω) = ‖Kij‖Ñi,j=1,

Kij =

{
0, i > j,

K,
ij i 6 j,

W = K(α, β, ω)Q, W = {W̃1,W̃2, . . . ,W̃Ñ},
Q = {η1,η2, . . . ,ηÑ},

W̃+
k = W̃−

k = W̃k — трансформанты Фу-
рье векторов перемещений, заданных на верх-
ней (+) и нижней (−) границах включений;
T̃+
k = T̃−

k + ηk, ηk — преобразование Фурье
скачков векторов напряжений ∆tk на грани-
цах включений.

det K (α, β, ω) =
Ñ∏
i=1

det Kii,

Kii = G−1
i , Gi = (K−

Ni
)−1 − (KÑi

)−1.

Матрица Gi определяется положением i-го
включения в слоистой среде.

3. Если неоднородности расположены в
параллельных плоскостях, то, несмотря на
многообразие вариантов распределения вклю-
чений и трещин по уровням, занимаемый сре-
дой объем делится этими плоскостями на под-
области одного из четырех типов

VNk

(
1/− z̃k; Ωk/− z̃k+1; Ωk+1

//2/− z̃k; Ω̃0
k/− z̃k+1; Ω̃0

k+1

)
, (15)

VNk
(2/− z̃k;∞/− z̃k+1;∞) ,

VNk

(
1/− z̃k+1; Ωk+1//2/− z̃k;∞/
− z̃k+1; Ω̃0

k+1

)
,

VNk

(
1/− z̃k; Ωk//2/− z̃k; Ω̃0

k/− z̃k+1;∞
)
.

Здесь Ω̃0
k — дополнение Ωk до всей плоскости,

Nk — количество слоев, расположенных меж-
ду плоскостями z = −z̃k и z = −z̃k+1.

Между «вирусами» (15) и особыми мно-
жествами определителей матриц-символов
Грина KNk

и K−
Nk

установлено взаимноодно-
значное соответствие. В частности, для изо-
тропных и трансверсально-изотропных мате-
риалов имеем

VNk

(
1/− z̃k; Ωk/− z̃k+1; Ωk+1

//2/− z̃k; Ω̃0
k/− z̃k+1; Ω̃0

k+1

)
⇔

⇔ DNk
(λ, ω), (16)

VNk
(2/− z̃k;∞/− z̃k+1;∞)⇔ D−

Nk
(λ, ω),

VNk

(
1/− z̃k+1; Ωk+1//

2/− z̃k;∞/− z̃k+1; Ω̃0
k+1

)
⇔ ∆Nk

(λ, ω),

VNk

(
1/− z̃k; Ωk//

2/− z̃k; Ω̃0
k/− z̃k+1;∞

)
⇔ ∆∗

Nk
(λ, ω).
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Здесь ∆Nk
— знаменатель элементов и опре-

делителя матрицы Грина пакета Nk слоев с
жестко защемленной нижней гранью, ∆∗

Nk
—

знаменатель элементов и определителя мат-
рицы Грина пакета Nk слоев с жестко защем-
ленной верхней гранью, DNk

— знаменатель
элементов и определителя обратной матрицы
Грина пакета Nk слоев с жестко защемлен-
ной нижней гранью, D−

Nk
— знаменатель эле-

ментов и определителя матрицы Грина пакета
Nk слоев со свободной верхней гранью. Заме-
тим, что перечисленные функции, кроме яв-
но указанных аргументов зависят от геомет-
рических и механических параметров слоев,
заключенных между плоскостями z = −z̃k и
z = −z̃k+1.

Используя установленное соответствие,
можно записать определители матриц-
символов ядер систем ИУ, отвечающих произ-
вольному количеству и произвольной после-
довательности расположения трещин и вклю-
чений в слоистой среде, руководствуясь сле-
дующим правилом:

– для объемов, заключенных между плос-
костями, содержащими включения и/или тре-
щины, а также между верхней (нижней) гра-
нью пакета и ближайшей указанной плос-
костью, определяется класс «вируса» вибро-
прочности и его параметры (значения k иNk).
Согласно (16) с каждым «вирусом» связыва-
ется определенная функция;

– искомый определитель (с точностью до
знака) равен отношению произведения най-
денных функций к знаменателю матрицы-
символа Грина пакета N слоев, жестко сцеп-
ленного с недеформируемым основанием, без
дефектов.

В качестве примера использования пред-
ложенного метода выпишем det K системы
ИУ, соответствующей нескольким случаям
расположения включений и трещин в пяти-
слойном пакете со свободной от напряжений
верхней гранью и жестко защемленной ниж-
ней.

Пример 1. Предположим, что включение
расположено на границе между первым и вто-
рым слоем, а трещина — на границе между
третьим и четвертым слоями. Тогда весь объ-
ем, занимаемый средой, делится плоскостями
z = −z̃1 = −2h1 и z = −z̃2 = −2(h1 + h2 + h3)
на три части

V1(1/− 2h1;∞//2/0;∞)⇔ ∆1(h1),

V2(1/− 2h1;∞/− 2(h1 + h2 + h3);∞)⇔
⇔ ∆∗

2(h2, h3) = ∆2(h3, h2),

V2 (1/−H;∞//2/− 2(h1 + h2 + h3);∞)⇔
⇔ ∆2(h4, h5);

H = 2
5∑

k=1

hk, hk — полутолщина k-го слоя.

Искомый определитель представляется в
виде отношения целых функций:

det K =
∆1(h1)∆2(h3, h2)∆2(h4, h5)

∆5(h1, h2, h3, h4, h5)
.

Пример 2. Если на границе первого и второ-
го слоев расположена трещина, а на границе
третьего и четвертого — включение, то

V1(2/0;∞/− 2h1;∞)⇔ D−
1 (h1),

V2(1/2 (h1 + h2 + h3);∞/− 2h1;∞)⇔
⇔ ∆2 (h2, h3) ,

V2 (1/−H;∞/− 2(h1 + h2 + h3);∞)⇔
⇔ D2 (h4, h5) ,

det K =
D−

1 (h1)∆2(h2, h3)D2(h4, h5)

∆5(h1, h2, h3, h4, h5)
.

В приведенных примерах в качестве аргумен-
та указана полутолщина только тех слоев,
от характеристик которых (плотности, коэф-
фициента Пуассона, модуля сдвига) зависит
каждая функция. Помимо этого все функции
зависят от параметра λ и частоты колебаний
ω.

Используя полученные представления
для определителей матриц-символов ядер си-
стем ИУ можно путем подбора перечислен-
ных характеристик целенаправленно управ-
лять динамическими, в том числе резонанс-
ными, свойствами сложной механической си-
стемы.

Таким образом, предложенный метод по-
строения определителей матриц-символов си-
стем ИУ является эффективным инструмен-
том исследования условий локализации вол-
нового процесса. Указанные условия, уста-
навливаемые фундаментальной теоремой 1,
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можно конкретизировать для отдельных за-
дач описанием корневого множества. Заме-
тим, что в задачах, для которых в состав кор-
невого множества входят полярные множе-
ства матриц-символов Грина слоя со свобод-
ной нижней гранью (как в примере 2), низко-
частотные резонансы невозможны, так как в
этом случае ωкр = 0.
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