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Аннотация. Исследуется нестационарный изгиб моментного упругого стержня конечной длины под
действием нестационарных нагрузок. Используется система уравнений общей модели тел без допол-
нительных предположений. Материал стержня предполагается однородным и изотропным. Помимо
упругих констант материала учитываются и дополнительные физические параметры среды, необходи-
мые при учете моментных эффектов в материале. В качестве граничных условий на обоих концах
стержня используются обобщенные условия шарнирного опирания. Начальные условия предполага-
ются равными нулю. Для решения задачи используется разложение функций и внешних нагрузок
в тригонометрические ряды Фурье. Их подстановка в исходные соотношения приводит к системе
уравнений для коэффициентов рядов. Для ее решения используется преобразование Лапласа по
времени. В расчетном примере рассматривается изгиб моментно-упругого стержня под действием
сосредоточенной силы.
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Bending of a Finite Moment Elastic Rod under the Effect of an Unsteady Load
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Abstract. To study the unsteady bending of a moment-elastic rod of finite length under the action of
unsteady load. The system of equations of the general model of bodies without additional assumptions is
used. The rod material is assumed to be homogeneous and isotropic. In addition to the elastic constants of
the material, additional physical parameters of the medium are taken into account, which are necessary
when taking into account moment effects in the material. Generalized conditions of hinge support are
used as boundary conditions at both ends of the rod. The initial conditions are assumed to be zero. To
solve the problem, the expansion of functions and external loads into trigonometric Fourier series is used.
Their substitution into the initial relations leads to a system of equations for the coefficients of the series.
To solve it, the Laplace transform over time is used. The calculation example considers the bending of a
moment-elastic rod under the action of a concentrated force.
Keywords: moment elastic rod, initial boundary value problem, Fourier series, Laplace integral transform,
Green’s functions, transient functions, wave processes.
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Введение

В настоящее время с развитием современных технологий возникает необходимость ис-
пользования более совершенных по сравнению с классической теорией упругости моделей,
позволяющих учитывать микроструктуру вещества. Одной из таких моделей является сплош-
ная среда, в которой деформация описывается не только вектором смещения, но и вектором
вращения. В этих моделях, в отличие от классической теории, напряженное состояние описыва-
ется асимметричным тензором напряжений, поэтому упругие тела характеризуются большим
количеством упругих постоянных.

Общая теория упругих моментов была впервые разработана братьями Коссера (Э. Коссера,
Ф. Коссера) в 1909 г. [1]. Особенностям волновых процессов в микрополярных средах посвя-
щены статьи [2–9]. В статьях [10,11] развиваются численные методы и алгоритмы решения
статических и динамических краевых задач для непрерывной среды Коссера.

В [12,13] гипотезы были сформированы на основе построения модели приложения стати-
ческого деформирования микрополярного упругого стержня. В [14,15] построены основные
соотношения одномерной микрополярной теории упругих стержней и решена задача Сен-
Венана. В работе [16] предложена модель изгиба упругого стержня, основанная на трехмерной
линеаризованной теории микроупругой упругости. Вывод основан на методе асимптотического
разложения по толщине стержня. Исследуется сходимость используемых разложений.

В предлагаемой статье на основе общей теории тонкостенных моментно-упругих тел [17,18]
и результатов работ [19] получены нестационарные уравнения изгиба моментного упругого
стержня. Рассмотрена задача об изгибе моментно-упругого стержня конечной длины при обоб-
щенных условиях шарнирного опирания. Для ее решения используются функции влияния. Они
находятся с помощью разложения в ряд Фурье по пространственной координатае и использо-
вания преобразования Лапласа по времени. С использованием принципа суперпозиции [20–25]
получены разрешающие интегральные соотношения.

1. Постановка задачи

Для исследования нестационарного изгиба моментного упругого стержня используем урав-
нения общей модели, которые учитывают поперечное обжатие стержня [18]

ẅ = γ−2
α+w

′′ + γ−2
α−ψ

′ + 2αω′
2 + q,

ψ̈ = ψ′′ − r−2
(
γ−2
α−w

′ + γ−2
α+ψ − 2αω2

)
+m1,

ω̈2 = 2αυ (ψ − w′) + γ−2
2 ω′′

2 − 4αυω2 + m̃M2;

(1.1)

T13 = γ−2
α−ψ + γ−2

α+w
′ + 2αω2, T31 = γ−2

α+ψ + γ−2
α−w

′ − 2αω2,

M11 = ψ′, M22 =M12 =M21 =M23 =M32 = 0;

R12 = ω′
2, R21 = ηω′

2.

(1.2)
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Здесь и далее используется следующая система безразмерных величин (при одинаковом
начертании величин они обозначены штрихом, который в последующем изложении опускается):

x′i =
xi
L
, τ =

c1t

L
, u′i =

ui
L
, w′ =

w

L
, φ′

i = φiL, φ′
3 = φ3L, r′ =

r

L
,

q′ =
qL

h (λ+ 2µ)
, m′

1 =
m1L

2

I (λ+ 2µ)
, m̃′

M2 =
m̃M2L

2

h
,

T ′
kl =

Tkl
h (λ+ 2µ)

, R′
kl =

RklL

h (γ + ε)
, M ′

kk =
MkkL

I (λ+ 2µ)
, k, l = 1, 2, 3, (1.3)

κ =
λ

λ+ 2µ
, α′ =

α

λ+ 2µ
, c1 =

√
λ+ 2µ

ρ
, c2 =

√
µ

ρ
, c3 =

√
γ + ε

J
,

γ2α± =
γ21

1± γ21α
, γ21 =

c21
c22
, η =

γ − ε

γ + ε
, γ22 =

c21
c23
, υ =

ρL2

J
, r2 = I/h.

В приведённых выше формулах w — горизонтальное перемещение; ω2 — изменение угла
поворота, ψ — поперечное обжатие, q — нагрузка, m1 — внешний поверхностный момент,
m̃M2 — момент второго порядка, L — длина стержня; T13, T31 — перерезывающие усилия;
M11, M22 — тангенциальные моменты; R12, R21 — моментные перерезывающие усилия; λ, µ
и ρ — упругие константы Ламе и плотность материала стержня, α, γ, ε — дополнительные
физические параметры среды при наличии моментных эффектов, J — массовая мера инерции
среды при вращении, I = h3/12, h — высота сечения стержня.

Полагаем, что стержень единичной длины имеет в сечениях с координатами x = 0 и x = 1
закрепление в виде обобщенного шарнирного опирания [18] (прогибы w, момент M11 и усилия
R12 отсутствуют), что определяют вытекающие из общей теории равенства

w|x=0,1 = 0, ψ′|x=0,1 = 0, ω′
2

∣∣∣
x=0,1

= 0. (1.4)

Начальные условия полагаем нулевыми:

w|τ=0 = ẇ|τ=0 = 0, ψ|τ=0 = ψ̇
∣∣∣
τ=0

= 0, ω2|τ=0 = ω̇2|τ=0 = 0. (1.5)

2. Метод решения

Решение этой задачи и внешние нагрузки представляем в виде тригонометрических рядов
Фурье

w (x, τ) =

∞∑
n=1

wn (τ) sinλnx, q (x, τ) =

∞∑
n=1

qn (τ) sinλnx, λn = πn, (2.1)

ψ (x, τ) =

∞∑
n=0

ψn (τ) cosλnx, m1 (x, τ) =

∞∑
n=0

m1n (τ) cosλnx,

ω2 (x, τ) =

∞∑
n=0

ω2n (τ) cosλnx, m̃M2 (x, τ) =

∞∑
n=0

m̃M2n (τ) cosλnx.

(2.2)

При этом граничные условия (1.4), очевидно, выполняются, а нетривиальные внутренние
силовые факторы в силу (1.2) есть суммы следующих рядов:

T13 =

∞∑
n=0

T13n cosλnx, T13n = γ−2
α−ψn + γ−2

α+λnwn + 2αω2n,

T31 =

∞∑
n=0

T31n cosλnx, T31n = γ−2
α+ψn + γ−2

α−λnwn − 2αω2n,

M11 =

∞∑
n=1

M11n sinλnx, M11n = −λnψn, R12 =

∞∑
n=1

R12n sinλnx, R12n = −λnω2n.

(2.3)
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Подстановка рядов (2.1) и (2.2) в уравнения (1.1) приводит к следующим соотношениям для
коэффициентов этих рядов:
– при n = 0

ψ̈0 = ψ′′
0 − r−2

(
γ−2
α+ψ0 − 2αω20

)
+m10,

ω̈20 = 2αυψ0 + γ−2
2 ω′′

20 − 4αυω20 + m̃M20;
(2.4)

— при n ⩾ 1
ẅn + λ2nγ

−2
α+wn + λn

(
γ−2
α−ψn + 2αω2n

)
= qn,

ψ̈n + λ2nψn + r−2
(
γ−2
α−λnwn + γ−2

α+ψn − 2αω2n

)
= m1n,

ω̈2n + γ−2
2 λ2nω2n + 4αυω2n − 2αυ (ψn − λnwn) = m̃M2n.

(2.5)

Далее будем считать, что m10 = m̃M20 = 0. Это, как следует из уравнений (2.4), с учетом
нулевых начальных условий приводит к равенствам ψ0 = ω20 = 0. Поэтому нижний индекс в
рядах (2.2) следует положить равным единице:

ψ (x, τ) =

∞∑
n=1

ψn (τ) cosλnx, m1 (x, τ) =

∞∑
n=1

m1n (τ) cosλnx,

ω2 (x, τ) =

∞∑
n=1

ω2n (τ) cosλnx, m̃M2 (x, τ) =

∞∑
n=1

m̃M2n (τ) cosλnx.

(2.6)

В пространстве преобразований Лапласа система уравнений (2.5) имеет следующий вид:(
k21n + αλ2n

)
wLn + λn

(
γ−2
α−ψ

L
n + 2αωL2n

)
= qLn ,(

k20n + r−2γ−2
α+

)
ψLn + r−2

(
γ−2
α−λnw

L
n − 2αωL2n

)
= mL

1n,(
k22n + 4αυ

)
ωL2n − 2αυ

(
ψLn − λnw

L
n

)
= m̃L

M2n.

(2.7)

Решение системы алгебраических уравнений (2.6) можно представить

wLn = GLwqnq
L
n +GLwm1nm

L
1n +GLwM2nm̃

L
M2n,

ψLn = GLψqnq
L
n +GLψm1nm

L
1n +GLψM2nm̃

L
M2n,

ωL2n = GLω2qnq
L
n +GLω2m1nm

L
1n +GLω2M2nm̃

L
M2n.

(2.8)

Здесь GLwqn, GLwm1n, GLwM2n, GLψqn, GLψm1n
, GLψM2n, GLω2qn, GLω2m1n, GLω2M2n — изображения по

Лапласу коэффициентов разложений в ряд Фурье функций Грина, которые имеют вид

GLwqn =
Pwqn
Pn

, GLwm1n = −λnPwm1n

Pn
, GLwM2n = −2αλnPwM2n

Pn
,

GLψqn = −r
−2λnPψqn

Pn
, GLψm1n =

Pψm1n

Pn
, GLψM2n =

2αr−2PψM2n

Pn
,

GLω2qn =
2αυλnPω2qn

Pn
, GLω2m1n =

2αυPω2m1n

Pn
, GLω2M2n =

Pω2M2n

Pn
,

(2.9)

где
Pn = Q6n + P4n + P2n, Q6n = Q6|q2=λ2

n
, P4n = P4|q2=λ2

n
, P2n = P2|q2=λ2

n
,

Pwqn = Pwq|q2=λ2
n
, Pwm1n = −λn Pwm1

|q2=λ2
n
, PwM2n = −2αλn PwM2|q2=λ2

n
,

Pψqn = −r−2λn Pψq|λ2
n=q

2 , Pψm1n = Pψm1
|λ2

n=q
2 , Pψm̃M2n = 2αr−2Pψm̃M2

∣∣
λ2
n=q

2 ,

Pω2qn = 2αυλn Pω2q|q2=λ2
n
, Pω2m1n = 2αυ Pω2m1

|q2=λ2
n
, Pω2M2n = Pω2m̃M2

|q2=λ2
n
.
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Pn = Q6n + P4n + P2n, Q6n = k20nk
2
2n

(
k21n + αλ2n

)
,

P4n = 4k21n
(
4αυk20n + r−2γ−2

α+k
2
2n

)
+ r−2γ−2

1

(
3α− γ−2

1

)
λ2nk

2
2n, P2n = 4αυr−2γ−2

1 s2,

Pwqn =
(
k20n + r−2γ−2

1

) (
k22n + 4αυ

)
+ r−2αk22n,

Pψqn = γ−2
α−k

2
2n + 4αυγ−2

1 , Pω2qn = k20 + 2r−2γ−2
1 .

Pwm1n = γ−2
α−k

2
2n + 4αυγ−2

1 , Pψm1n = k22n
(
k21n + αλ2n

)
+ 4αυk21n,

Pω2m1n = k21n + γ−2
1 λ2n, Pwm̃M2n = k20n + 2r−2γ−2

1 , Pψm̃M2n = k21n + γ−2
1 λ2n,

Pω2m̃M2n =
(
k21n + αλ2n

) (
k20n + r−2γ−2

α+

)
− γ−4

α−r
−2λ2n.

Знаменатель в (2.9) определяется так

Pn = s6 + p2ns
4 + p1ns

2 + pn0, p2n = q62λ
2
n + 4

(
4αυ + r−2γ−2

α+

)
,

p1n = q61λ
4
n +

{
32αυ + r−2

[
4γ−2
α+

(
γ−2
2 + 1

)
+ γ−2

1

(
3α− γ−2

1

)]}
λ2n + 4αυr−2γ−2

1 ,

p0n = λ4n
{
q60λ

2
n + γ−2

1

[
16αυ + r−2γ−2

2

(
3γ−2

1 + 7α
)]}

,

где коэффициенты q62, q61, q60

q62 = 1 + γ−2
α+ + γ−2

2 , q61 = γ−2
2 +

(
1 + γ−2

2

)
γ−2
α+ = q62 + q60 − 1, q60 = γ−2

2 γ−2
α+.

Поскольку функции в (2.9) являются рациональными, то их оригиналы достаточно просто
вычисляются с помощью вычетов. Обозначая snj

(
j = 1, 6

)
корни уравнения Pn

(
s2
)
= 0,

получаем

Gζn (τ) =

6∑
j=1

res
s=snj

GLζne
sτ =

1

2

6∑
j=1

gζnje
snjτ , gζnj =

Pζn
(
s2nj

)
2snj

(
3s4nj + 2p2ns2nj + p1n

) ,
ζ = (wq,wm1, wM2, ψq, ψm1, ψM2, ω2q, ω2m1, ω2M2n) .

(2.10)

Оригиналы равенств (2.8) имеют вид

wn (τ) = Gwqn (τ) ∗ qn (τ) +Gwm1n (τ) ∗m1n (τ) +GwM2n (τ) ∗ m̃M2n (τ) ,

ψn (τ) = Gψqn (τ) ∗ qn (τ) +Gψm1n (τ) ∗m1n (τ) +GψM2n (τ) ∗ m̃M2n (τ) ,

ω2n (τ) = Gω2qn (τ) ∗ qn (τ) +Gω2m1n (τ) ∗m1n (τ) +Gω2M2n (τ) ∗ m̃M2n (τ) .

(2.11)

где знак «∗» означает операцию свёртки по времени:

f (τ) ∗ g (τ) =
τ∫

0

f (t) g (τ − t) dt =

τ∫
0

f (τ − t) g (t) dt.

3. Примеры расчётов

В расчётах использованы механические характеристики для композитного материала
(алюминиевая дробь в эпоксидной смоле) [2], проявляющего моментные свойства,

λ = 7,59 · 109 Па, µ = 1,89 · 109 Па, α = 7,45 · 106 Па,

γ + ε = 2,64 · 103 Н, J = 0,429 · 10−3 кг/м, ρ = 2,19 · 103 кг/м3.

Размерную длину стержня принимаем равной L = 1 м. Полагаем, что стержень имеет квад-
ратное поперечное сечение со стороной h = 0,05 м. Тогда с использованием (1.3), получаем

r2 =
h2

12L2
= 0,208 · 10−3.

Ecological Bulletin of Research Centers of the Black Sea Economic Cooperation, 2024, vol. 21, no. 3, pp. 45–60. 49



Тарлаковский Д.В., Май Куок Чиен Изгиб конечного моментного упругого стержня под действием. . .

Рис. 1. Зависимости Gwqn (τ)

Fig. 1. Dependencies Gwqn (τ)

Рис. 2. Зависимости Gwm1n (τ)

Fig. 2. Dependencies Gwm1n (τ)

Соответствующие безразмерные параметры определяются так:

κ = 0,668, α = 0,655 · 10−3,

γ1 = 2,45, γ2 = 0,919, γα+ = 2,45, υ = 5,1 · 106.

На рис. 1–3 приведены зависимости от времени оригиналов коэффициентов Gwqn (τ),
Gwm1n (τ) и GwM2n (τ). Здесь сплошные кривые соответствуют n = 1, штриховые — n = 2,
штрихпунктирные — n = 5. Видно, что с увеличением номера n максимальные по модулю
значения этих функций уменьшаются.
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Рис. 3. Зависимости GwM2n (τ)

Fig. 3. Dependencies GwM2n (τ)

Далее рассмотрим воздействие на моментно упругий стержень сосредоточенной поперечной
нагрузки вида

q (x, τ) = f (τ) δ (x− x0) , m1 = m̃M2 = 0 (0 < x0 < 1) , (3.1)

где δ (x) — дельта-функция Дирака.
Отсюда получаем

qn (τ) = 2f (τ)

1∫
0

δ (x− x0) sinλnxdx = 2f (τ) sinλnx0. (3.2)

При этом в правых частях равенств (2.11) остаются только первые слагаемые

wn (τ) = Gwqn (τ) ∗ qn (τ) , ψn (τ) = Gψqn (τ) ∗ qn (τ) ,

ω2n (τ) = Gω2qn (τ) ∗ qn (τ) .
(3.3)

Отметим, что все интегралы в (3.3) вычисляются аналитически.
На рис. 4–6 приведены построенные зависимости функций w, ψ и ω2 при x0 = 1/2 и

f (τ) = H (τ) от координаты и времени соответственно для различных значений τ и x. Сплош-
ные кривые соответствуют расчетам с учетом первых 10 членов, штриховые кривые — с учетом
первых 20 членов, штрихпунктирные кривые — с учетом первых 30 членов ряда разложения
(2.1), (2.2).

На рис. 7–10 приведены распределения T13, T31, M11 и R12 от координаты и времени
соответственно для различных значений τ и x. Сплошные кривые соответствуют расчетам с
учетом первых 10 членов, штриховые кривые — с учетом первых 20 членов, штрихпунктирные
кривые — с учетом первых 30 членов ряда разложения (2.3).

Заключение

Приведена математическая формула и построено решение задачи об изгибе моментного
упругого стержня под действием сосредоточенной нестационарной нагрузки. Функции Грина
для стержня упругого момента находятся аналитически. Представлены зависимости прогиба,
независимого угла вращения, а также внутренних силовых факторов.
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Рис. 4. Распределение w(x, τ) по координате x при τ = 0,01 и во времени при x = 0,5

Fig. 4. Distribution of w(x, τ) along the coordinate x for τ = 0.01 and in time for x = 0.5
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Рис. 5. Распределение ψ(x, τ) по координате x при τ = 0,01 и во времени при x = 0,7. В средней точке
стержня x = 0,5, ψ(x, τ) имеют значение 0

Fig. 5. Distribution of ψ(x, τ) along the coordinate x at τ = 0.01 and in time at x = 0.7. At the midpoint of the rod
x = 0.5, ψ(x, τ) have the value 0
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Рис. 6. Распределение ω2(x, τ) по координате x при τ = 0,1 и во времени при x = 0,7. В средней точке
стержня x = 0,5, ω2(x, τ) имеют значение 0

Fig. 6. Distribution of ω2(x, τ) along the coordinate x at τ = 0.1 and in time at x = 0.7. At the midpoint of the rod
x = 0.5, ω2(x, τ) have the value 0
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Рис. 7. Распределение T13(x, τ) по координате x при τ = 0,01 и во времени при x = 0,7. В средней
точке стержня x = 0,5 , T13(x, τ) имеют значение 0

Fig. 7. Distribution of T13(x, τ) along the coordinate x for τ = 0.01 and in time for x = 0.7. At the midpoint of the
rod x = 0.5 , T13(x, τ) have the value 0
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Рис. 8. Распределение T31(x, τ) по координате x при τ = 0,01 и во времени при x = 0,7. В средней
точке стержня x = 0,5 , T31(x, τ) имеют значение 0

Fig. 8. Distribution of T31(x, τ) along the coordinate x for τ = 0.01 and in time for x = 0.7. At the midpoint of the
rod x = 0.5 , T31(x, τ) have the value 0
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Рис. 9. Распределение M11(x, τ) по координате x при τ = 0,01 и во времени при x = 0,5

Fig. 9. Distribution of M11(x, τ) along coordinate x at τ = 0.01 and in time at x = 0.5
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Рис. 10. Распределение R12(x, τ) по координате x при τ = 0,1 и во времени при x = 0,5

Fig. 10. Distribution of R12(x, τ) along the coordinate x for τ = 0.1 and in time for x = 0.5
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