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Аннотация. В работе рассмотрена задача о колебаниях слоя жидкости между упругими структурами,
вызванных локализованным виброисточником, погруженным в жидкость. Покрытие моделируется
системой контактирующих протяженных пластин с осредненными по толщине параметрами. Примене-
нием интегрального подхода задача о колебаниях гидроупругой структуры сведена к функциональному
уравнению относительно Фурье образов перемещений пластин покрытия, решаемому с помощью
метода Винера–Хопфа. В вопросах сейсмологии изучение волнового поля поверхности среды поз-
воляет построить модели естественных тектонических процессов, оценить возможные последствия
от воздействий заглубленных источников. Представленный подход может быть использован при
исследовании особенностей волновых процессов в гидроупругих средах, моделируемых многослойным
основанием, содержащим заглубленные жидкие слои.
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Abstract. The problem of studying the wave fields on the surface of geological structures is relevant in
cases of monitoring dangerous endogeodynamic processes and unfavorable exogenous processes, as well as
determining their connection with the tectonic behavior of territories. In this paper we consider the problem
of oscillations for a liquid layer between elastic structures caused by a localized vibration source immersed
in the liquid. The coating is modeled by a system of contacting extended plates with parameters averaged
by thickness. By using the integral approach, we reduced the problem of oscillations for a hydroelastic
structure to a functional equation relative to the Fourier images of the displacements for the coating plates,
which is solved using the Wiener–Hopf method. In matters of seismology, the study of the wave field on the
surface of the medium allows us to construct models of natural tectonic processes and assess the possible
consequences caused by buried sources. The presented approach can be used to study the characteristics of
wave processes in hydroelastic media modeled by a multilayer foundation containing immersed liquid layers.
Keywords: steady-state oscillations, Kirchhoff plates, acoustic medium, elastic base, concentrated source,
factorization method.
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Введение

Интерес к исследованию вибрационных воздействий различного генезиса на геологические
структуры стимулируется как закономерностью развития наук о Земле, так и возникающи-
ми экологическими проблемами, связанными с воздействиями вибраций на горные породы.
К настоящему времени проведен большой объем теоретических и экспериментальных ра-
бот по изучению волновых полей и физических эффектов, возникающих при вибрационном
воздействии на геологическую среду, в том числе по анализу и сравнению результатов матема-
тического моделирования с экспериментальными данными [1–6 и др.]. Однако моделирование
процессов в слоистых средах, в том числе содержащих пористо-упругие и заглубленные вод-
ные слои, по-прежнему не теряет актуальности в связи с многочисленными приложениями в
сейсморазведке, геофизике и технологиях [7–10 и др.].

В продолжение работ [11,12] рассмотрена задача о колебаниях слоя жидкости между упру-
гими структурами, вызванных локализованным виброисточником, погруженным в жидкость.

1. Постановка задачи для слоя жидкости с составным покрытием на упругом
основании

В плоской постановке рассматривается задача о вибрации слоя жидкости на упругом
полупространстве под действием сосредоточенного внутреннего источника. На поверхности
акустической среды расположено упругое покрытие в виде двух граничащих вдоль прямой
x1 = 0 полубесконечных пластин Кирхгофа Ω+ = {x1 > 0} и Ω− = {x1 < 0}. Для уста-
новившегося режима колебаний (с частотой ω), выделяя временной множитель exp (−iωt),
будем использовать во всех определяющих уравнениях и граничных условиях комплексные
амплитуды соответствующих функций.

Колебания двух пластин Кирхгофа (с разными свойствами), моделирующих составное
покрытие, после отделения временного множителя описываются линеаризованными уравне-
ниями относительно амплитуд смещений их срединной плоскости w± (x1) [11–13]. Во всех
последующих формулах индекс «+» указывает на правую полуплоскость, «−» — на левую,

R± (∂x1)w± (x1)− ε±5g± (x1) = 0, x1 ∈ Ω±, (1.1)

где

R± (∂x1) = ε±3
d
4

dx4
1

−ε±4; ε±3 = h2
±/12; ε±4 = ω2ρ±

(
1− ν2±

)
E−1

± ; ε±5 =
(
1− ν2±

)
E−1

± h−1
± ;

ρ± — плотности, E± — модули Юнга, ν± — коэффициенты Пуассона, h± – толщины пластин;
g± (x1) — амплитуды напряжений на нижних границах пластин.

Оси декартовой системы координат выбраны, как показано на рис. 1. Ось Ox 1 проходит
через срединную плоскость пластин, начало координат совпадает с разломом.

Условия взаимодействия в точке соприкосновения пластин x1 = 0 задаются соотношениями

L1 (∂x1)w+ (x1)|x1=0+0 + L2 (∂x1)w− (x1)|x1=0−0 = f. (1.2)

Вид операторов Lj (∂x1), j = 1, 2, определяется заданными граничными условиями [14].
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Рис. 1. Геометрия задачи

Fig. 1. Geometry of the problem

Гармонические колебания полосы жидкости, содержащей источник, погруженный на глуби-
ну x03, описываются уравнением Гельмгольца для потенциала скоростей частиц жидкости
φ (x) в области (−∞ < x1 < +∞,−h2 ⩽ x3 < 0)

∆φ (x) + κ2φ (x) = A1δ (x− x0) . (1.3)

Здесь x = (x1, x3), x0 = (x01,−x03) — точка локализации осциллирующего источника, κ = ω/c,
c — скорость распространения акустических волн, ∆ — двумерный оператор Лапласа.

Так как при установившихся колебаниях p (x) = iωρ0φ (x), где ρ0 — плотность жидкости,
поле давления p (x) также удовлетворяет уравнению Гельмгольца [15]

∆p (x) + κ2p (x) = A0δ (x− x0) ,

где A0 — характеристика интенсивности источника, A0 = iωρ0A1.
На границе пластин покрытия и полосы жидкости (при x3 = 0) нормальная компонента

напряжений равна по величине давлению

g± (x1) = −p (x1,0) = −iωρ0φ (x1,0) , x1 ∈ Ω±. (1.4)

Вертикальные составляющие векторов скоростей для покрытия и жидкости в области контакта
непрерывны

−iω w± (x1) =
∂φ (x1,0)

∂x3
, x1 ∈ Ω±. (1.5)

Определяющие уравнения для амплитудных значений смещений u = {u1, u3} упругой полу-
плоскости — уравнения Ламе [16] в случае установившегося процесса примут вид

(λ+ µ) grad (divu) + µ∆u = −ω2ρu, (1.6)

λ, µ — упругие постоянные, ρ — плотность упругой среды.
На верхней границе полуплоскости касательные напряжения отсутствуют, для амплитуд

нормальных давлений, подлежащих определению, принято обозначение

σx3
|x3=−h2

= q (x1) .

На бесконечности при R =
√
x2
1 + x2

3 → ∞ выполняется условие убывания смещений u → 0.
В области контакта жидкости с упругой полуплоскостью (x3 = −h2) выполняется условие

−iωρ0φ (x1,−h2) = q (x1) . (1.7)

Идеальный межслойный контакт предполагает выполнение условия равенства вертикальных
составляющих скоростей точек жидкости и упругой среды в зоне контакта, т.е.

−iω u3 (x1,−h2) =
∂φ (x1,−h2)

∂x3
. (1.8)

Замыкают постановку задачи дополнительные условия излучения волн на бесконечность, для
установления которых используется принцип предельного поглощения [17].
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2. Решение граничной задачи для слоя жидкости

Для решения поставленной задачи проведем ее декомпозицию. Построим сначала решение
краевой задачи для потенциала скоростей (1.3), (1.4), (1.7), считая g± (x1) и q (x1) заданными.

Воспользуемся интегральным преобразованием Фурье по горизонтальной координате x1.
Найдем Фурье образ φ (x1, x3), для этого введем обозначение

Φ (α1, x3) = Vφ (x1, x3) =

∞∫
−∞

φ (x1, x3) exp (iα1x1) dx1.

Здесь V — оператор преобразования Фурье.
Применив интегральное преобразование Фурье к уравнению (1.3) для φ (x) и гранич-

ным условиям (1.4), (1.7), получим краевую задачу для обыкновенного дифференциального
уравнения

Φ′′ (α1, x3) +
(
κ2 − α2

1

)
Φ (α1, x3) = A1δ (x3 + x03) exp (iα1x01) , (2.1)

где штрихом обозначена производная по переменной x3, с граничными условиями

Φ (α1,0) =
i

ωρ0
G (α1) , Φ (α1,−h2) =

i
ωρ0

Q (α1) , (2.2)

G (α1) = G+ (α1) +G− (α1) , G± (α1) = Vg± (x1) , Q (α1) = Vq (x1) .

С помощью интегрального представления δ-функции Дирака [18]

δ (β) =
1

2π

∞∫
−∞

eiβξdξ,

уравнение (2.1) можно записать

Φ′′ (α1, x3) +
(
κ2 − α2

1

)
Φ (α1, x3) =

A1eiα1x01

2π

∞∫
−∞

eiξ(x3+x03)dξ. (2.3)

Общее решение (2.3) представляется в виде

Φ (α1, x3) = Φ0 (α1, x3) + Φ1 (α1, x3) . (2.4)

Общее решение соответствующего однородного уравнения

Φ0 (α1, x3) = C1eσ0x3 + C2e−σ0x3 , σ0 =
√
α2
1 − κ2,

частное решение неоднородного уравнения

Φ1 (α1, x3) = −A1 exp (iα1x01) exp (−σ0 |x3 + x03|)
2σ0

.

Граничные условия (2.2) позволяют определить константы C1, C2

C1 + C2 =
i

ωρ0
G (α1)− Φ1 (α1,0) ,

C1 exp (−σ0h2) + C2 exp (σ0h2) =
i

ωρ0
Q (α1)− Φ1 (α1,−h2) .

Решив систему, из (2.4) получим

Φ (α1, x3) = ∆−1
0

{
∆0Φ1 (α1, x3) + i (ωρ0)

−1
[G (α1) sh (σ0 (x3 + h2))−Q (α1) sh (σ0x3)] +

+ Φ1 (α1,−h2) sh (σ0x3)− Φ1 (α1,0) sh (σ0 (x3 + h2))
}
, (2.5)

∆0 (α1) = sh (σ0h2) .
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3. Решение краевой задачи для покрытия

В отличие от использованного в [13] метода блочного элемента в [11] использован метод
собственных функций, позволяющий облегчить построение представлений решений скалярной
краевой задачи для пластин.

Общие решения уравнений (1.1), удовлетворяющие условию ограниченности и принципу
предельного поглощения в заданных областях, соответствующие распространяющимся в
горизонтальном направлении волнам, имеют вид [11]

w± (x1) = A±1e∓q±x1 +A±2e±iq±x1 + V −1 (x1)R
−1
± (α1) ε±5G± (α1) , x1 ∈ Ω±.

Здесь A±j , j = 1, 2 — произвольные постоянные; q± ∈ R, q± > 0 — нули функцийR± (α1).
Тогда их можно записать R± (α1) = ε±3 (α1 − q±) (α1 − iq±) (α1 + q±) (α1 + iq±).

В результате применения к (1.1) преобразования Фурье по координате x1, в трансформантах
получим

W± (α1) =
±iA±1

α1 ± iq+
+

±iA±2

α1 ± q±
+ ε±5

[
R−1

± (α1)G± (α1)
]±

,

W± (α1) = Vw± (x1) .

Последнее слагаемое в правой части подлежит факторизации в виде суммы. Верхний индекс
«+» квадратной скобки указывает на регулярность функции в верхней полуплоскости ком-
плексной переменной α1, «−» — на регулярность в нижней полуплоскости. Воспользовавшись
тем, что F± (α1) = F (α1)− F∓ (α1), получим [11]

W± (α1) = ε±5R
−1
± G± (α1) +

±iA±1

α1 ± iq±
+

±iA±2

α1 ± q±
∓ ε±5

4q3±ε±3

[
G± (±q±)

α1 ∓ q±
+

iGj (±iq±)
α1 ∓ iq±

]
. (3.1)

Из соотношений (3.1) можно выразить преобразования Фурье амплитуд контактных напряже-
ний на нижних поверхностях пластин

G± (α1) =
R±W± (α1)

ε±5
− R±

ε±5

(
±iA±1

α1 ± iq±
+

±iA±2

α1 ± q±

)
± R±

4q3±ε±3

[
G± (±q±)

α1 ∓ q±
+

iG± (±iq±)
α1 ∓ iq±

]
. (3.2)

4. Решение задачи для упругой полуплоскости

Уравнения для упругой полуплоскости в трансформантах Фурье принимают вид

µU ′′
1 −

(
α2
1 (λ+ 2µ)− ρω2

)
U1 − iα1 (λj + µj)U

′
2 = 0,

(λ+ 2µ)U ′′
3 −

(
α2
1µ− ρω2

)
U3 − iα1 (λ+ µ)U ′

1 = 0.
(4.1)

Граничные условия для полуплоскости запишутся

(U ′
1 − iα1U3)|x3=−h2

= 0, ((λ+ 2µ)U ′
3 − iα1λU1)|x3=−h2

= Q (α1) ; (4.2)

U1, U3 → 0, x3 → ∞. (4.3)
Здесь

Uj (α, x3) =

+∞∫
−∞

uj (x1, x3) exp (iα1x1) dx1, j = 1, 3.

Используя известную технику построения решения задачи (4.1)–(4.3) [17], для полуплоскости
будем иметь

U1 (α1, x3) =
iα1Q (α1)

2µ (α2
1σ1σ2 − η2)

(η exp (−σ1 (h2 + x3))− σ1σ2 exp (−σ2 (h2 + x3))) ; (4.4)

U3 (α1, x3) =
σ1Q (α1)

2µ (α2
1σ1σ2 − η2)

(
α2
1 exp (−σ2 (h2 + x3))− η exp (−σ1 (h2 + x3))

)
. (4.5)

Здесь

σk =
√
α2
1 − γ2

k, k = 1, 2, γ2
1 =

ρω2

λ+ 2µ
, γ2

2 =
ρω2

µ
, η = α2

1 − 0,5γ2
2 .
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5. Определение контактных напряжений на границах жидкого слоя

Для определения амплитудных значений нормального давления на границах жидкого слоя
вернемся к условиям (1.8), которые после применения интегрального преобразования Фурье
примут вид

−iωU3 (α1,−h2)− Φ′ (α1,−h2) = 0.

В области контакта жидкости с упругой полуплоскостью

σ1

(
α2
1 − η

)
Q (α1)

2µ (α2
1σ1σ2 − η2)

= σ0

(
ω2ρ0∆0

)−1
(Q (α1) ch (σ0h2)−G (α1)) + Θ1 (α1) , (5.1)

Θ1 (α1) = i (ω∆0)
−1

[σ0 (Φ1 (α1,−h2) ch (σ0h2)− Φ1 (α1,0)) + Φ′
1 (α1,−h2)∆0] ,

где

Φ′
1 (α1, x3) =

A1

2
sgn (x3 + x03) exp (−σ0 |x3 + x03|) exp (iα1x01) .

Условия сопряжения покрытия со слоем жидкости (1.5) в образах Фурье запишутся

W+ (α1) +W− (α1) = σ0

(
ω2ρ0∆0

)−1
(Q (α1)− (G+ (α1) +G− (α1)) ch (σ0h2)) + Θ2 (α1) . (5.2)

Для удобства дальнейших построений введено обозначение

Θ2 (α1) = i (ω∆0)
−1

[σ0 (Φ1 (α1,−h2)− Φ1 (α1,0) ch (σ0h2)) + Φ′
1 (α1,0)∆0] .

Используя (5.1) для выражения Q (α1) через G (α1) и (5.2), из условий сопряжения пластин
покрытия и полуплоскости с акустической средой и выражений трансформант Фурье напря-
жений (3.2) получим функциональное уравнение относительно интегральных характеристик
перемещений

M1 (α1)W+ (α1) +M2 (α1)W− (α1) = Q0 (α1)+

+ P (α1)

2∑
j=1

[
A+jQ+j (α1) +A−jQ−j (α1) +Qq

+j (α1)G+

(
q+j

)
+Qq

−j (α1)G−
(
q−j

)]
. (5.3)

Здесь в функциях Mj (α1), где

Mj (α1) =
ε±5ω

2ρ0∆0∆1 − σ0R± (Ψ (α1)−∆1 ch (σ0h2))

ε±5ω2ρ0∆0∆1
,

∆1 (α1) = ω2ρ0∆0σ1

(
α2
1 − η

)
− σ0 ch (σ0h2) 2µ

(
α2
1σ1σ2 − η2

)
,

Ψ(α1) = σ02µ
(
η2 − α2

1σ1σ2

)
,

индекс «1» соответствует верхнему знаку в этажных символах «±», индекс «2» — нижнему.
Функции M1 (α1) и M2 (α1) являются четными и имеют на вещественной оси конечное число
простых полюсов и нулей.

В (5.3) также введены обозначения

Q0 (α1) =
∆1Θ2 (α1)− σ0Ψ(α1)Θ1 (α1)

∆1
, Q±1 (α1) =

±iR± (α1)

ε±5 (α1 ± iq±)
, Q±2 (α1) =

±iR± (α1)

ε±5 (α1 ± q±)
,

Qq
±1 =

±R± (α1)

4q3±ε±3 (α1 ∓ q±)
, Qq

±2 =
±iR± (α1)

4q3±ε±3 (α1 ∓ iq±)
, q±1 = ±q±, q±2 = ±iq±.

G± (α1) =
R±W± (α1)

ε±5
− R±

ε±5

(
±iA±1

α1 ± iq±
+

±iA±2

α1 ± q±

)
± R±

4q3±ε±3

[
G± (±q±)

α1 ∓ q±
+

iG± (±iq±)
α1 ∓ iq±

]
,
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P (α1) =
σ0 (Ψ (α1)−∆1 ch (σ0h2))

ω2ρ0∆0∆1
.

Для решения функционального уравнения (5.3) воспользуемся подходом, изложенным в [11].
Поделив левую и правую части соотношения (5.3) на функцию M1 (α1), придем к функцио-
нальныому уравнению, которое с учетом регулярности функций W± (α1) в соответствующих
областях может быть решено методом Винера–Хопфа [19].

Факторизовав функцию M (α1) = M2 (α1)M
−1
1 (α1) относительно контура σ, почти всю-

ду совпадающего с вещественной осью, в виде произведения M (α1) = M+ (α1)M− (α1) по
параметру α1 и умножив последнюю систему на M−1

+ (α1), придем к соотношению

M−1
+ (α1)W+ (α1) +M− (α1)W− (α1) = P0 (α1)+

+

2∑
j=1

[
A+jP+j (α1) +A−jP−j (α1) + P q

+j (α1)G+

(
q+j

)
+ P q

−j (α1)G−
(
q−j

)]
,

P0 (α1) =
Q0 (α1)

M+ (α1)M1 (α1)
, P±j (α1) =

P (α1)Q±j (α1)

M+ (α1)M1 (α1)
, P q

±1 (α1) =
P (α1)Q

q
±1 (α1)

M+ (α1)M1 (α1)
.

Произведем факторизацию слагаемых правой части по параметру α1 в виде сумм относительно
контура σ

M−1
+ W+ +M−W− = P+

0 + P−
0 +

+

2∑
j=1

[
A+j {P+j}+ +A−j {P−j}+ +G+

(
q+j

) {
P q
+j

}+
+G−

(
q−j

) {
P q
−j

}+
]
+

+

2∑
j=1

[
A+j {P+j}− +A−j {P−j}− +G+

(
q+j

) {
P q
+j

}−
+G−

(
q−j

) {
P q
−j

}−
]
. (5.4)

Перенеся в левую часть все слагаемые, регулярные выше контура, а в правую — ниже контура,
воспользовавшись обобщенной теоремой Лиувилля [20], получаем систему функциональных
уравнений, из которой определяются выражения для образов Фурье W± (α1) перемещений
покрытия

W± (α1) = W 0
± (α1)+

+

2∑
j=1

[
A+jW

j+
± (α1) +A−jW

j−
± (α1) +W j+

q± (α1)G+

(
q+j

)
+W j−

q± (α1)G−
(
q−j

)]
, (5.5)

W 0
+ (α1) = M+ (α1)P

+
0 (α1) ; W 0

− (α1) = M−1
− (α1)P

−
0 (α1) ; W j±

+ (α1) = M+ (α1) {P±j (α1)}+ ;

W j±
− (α1) = M−1

− (α1) {P±j (α1)}− ; W j±
q+ (α1) = M+ (α1)

{
P q
j± (α1)

}+
;

W j±
q− (α1) = M−1

− (α1)
{
P q
j± (α1)

}−
.

В соотношения (5.5) входят четыре неизвестных величины G±
(
q±j

)
, j = 1, 2. Чтобы исключить

их из выражений для W± (α1), найдем из соотношений (5.4) выражения W±
(
q±j

)
, j = 1, 2, и

подставим их соответственно в выражения G±
(
q±j

)
из (3.2). В результате приходим к линейной

алгебраической системе уравнений относительно неизвестных G±
(
q±j

)
, разрешив которую,

G±
(
q±j

)
можно исключить из выражения (5.5) для W± (α1). Таким образом, в представлении

образов Фурье смещений пластин W± (α1) останутся лишь произвольные постоянные A±j ,
j = 1, 2. В результате выражения для W± (α1) могут быть представлены в следующем виде:

W± (α1) = W̃ 0
± (α1) +

2∑
j=1

A+jW̃
j+
± (α1) +

2∑
j=1

A−jW̃
j−
± (α1). (5.6)
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Значения A±j , j = 1, 2, могут быть определены с помощью заданных граничных условий
(1.2), как описано в [11]. Для этого к выражениям Фурье образов перемещений W± (α1) (5.6)
применяется обратное преобразование Фурье V −1

w± (x1) =
1

2π

∫
σ

W± (α1) e−iα1x1dα1.

после подстановки w± (x1) в (1.2) и нахождения A±j , j = 1, 2, из алгебраической системы
будем иметь

w± (x1) = w̃0
± (x1) +

2∑
j=1

A+jw̃
j+
± (x1) +

2∑
j=1

A−jw̃
j−
± (x1).

Следует отметить, что факторизация функции M (α1) в виде произведения осуществляется
приближенно. Для этого строится аппроксимирующая функция MA (α1) [21]. Для удобства ана-
литического обращения преобразований Фурье W± (α1) функции в правой части соотношений
(5.4) также заменяются аппроксимациями, как это описано в работе [21].

Заключение

Интерес к исследованиям волновых процессов в слоистых гидроупругих средах стиму-
лируется, в первую очередь, потребностями сейсморазведки и гидроакустики в надежной
интерпретации данных наблюдений. Кроме того, моделирование динамики взаимодействия
жидкости и упругих конструкций связано с потребностями техники и строительства.

В работе представлен подход к решению задачи о вибрации составного упругого покрытия
на поверхности протяженной акустической среды (слоя на упругом полупространстве) под
действием гармонического сосредоточенного источника, расположенного в акустической среде.

Рассмотренная модель может быть использована при исследовании особенностей волновых
процессов в гидроупругих средах, моделируемых многослойным основанием, содержащим
заглубленные жидкие слои. Представленный подход может быть распространен на реше-
ние задач о распространении акустических волн в слоистых средах, содержащих пористые
флюидонасыщенные прослойки.
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