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Аннотация. В статье дается описание математической модели движения судна по спокойной воде
при помощи отталкивания плиц (лопастей) двух вращающихся колес от воды с учетом дискретной
периодичной их работы. В этом случае движущая сила колес является переменной величиной,
зависящей от скорости движения судна, и заранее неизвестна. Управляющим параметром является
постоянная угловая скорость колеса. В статье также был исследован вопрос об управлении судном
так, чтобы оно при причаливании к пристани не получило удар о препятствие. Было убедительно
показано, что практически невозможно избежать удара о препятствие.
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Введение

Колесное судно — это приводящееся двигателем в движение с помощью гребных колес судно.
Существует два типа колёсных судов — заднеколёсные с одним или двумя гребными колёсами
на корме и суда с бортовыми гребными колёсами — по колесу с каждого борта. Оба типа
широко используются в качестве речных судов, совершающих туристические рейсы (также
гребные колёса продолжают активно использоваться буксирами и небольшими прогулочными
лодками (велосипедами-катамаранами) с педальным приводом) [1, 2].

В первой половине XIX в. гребные колеса, приводимые в движение с помощью паровых
двигателей, были главным движителем колесных судов. К концу XIX в. гребные колёса на море
были в значительной степени вытеснены более эффективными гребными винтами, которые
имели более высокий КПД, особенно в бурной или открытой воде.

Но как гребное колесо, так и гребной винт имеют свои ярко выраженные преимущества
и недостатки, поэтому у каждого типа движителя есть свои ниши, где их стоит максимально
безопасно и экономически эффективно использовать.

В статье речь идет именно о движителях в виде гребных колес, переживающих в на-
стоящее время свой ренессанс, о чем могут свидетельствовать, например, многочисленные
проекты [3], связанные с несомненными преимуществами гребных колес: кормовое гребное
колесо в условиях ограниченной осадки судна создает упор, намного превышающий упор
гребного винта; бортовые гребные колёса позволяют разворачиваться почти на месте; гребные
колёса обеспечивают большую силу тяги с места, что удобно для буксиров (буксиров-толкачей,
теплоходов), а также позволяет им иметь меньшую осадку; гребные колеса, в отличие от
гребных винтов, ремонтопригодны.

В статье активно используется аппарат теории обобщенных функций [4–6], успешно при-
меняемый для реализации различных разновидностей метода граничных элементов [7–26],
с привлечением пакета символьной математики WolframMathematica [27,28].

1. Постановка и решение задач

Основная трудность построения математической модели заключается в создании функции
движущей силы судна на всем интервале времени движения с учетом дискретности работы
плиц (лопастей). В качестве такой функции предлагается использовать кусочно-непрерывную
(разрывную) функцию угла поворота колеса при непрерывном времени, которая позволяет
успешно интегрировать дифференциальное уравнение движения. На рис. 1 изображено судно
массы M , движение которого определяется в неподвижной системе координат (X,Y ) расстоя-
нием S(t). Если в момент времени t судно приобретет скорость v(t) с помощью движущих
сил Q(v(t), ω), то судно будет испытывать сопротивление R(v(t)). Здесь ω постоянная угловая
скорость вращающихся колес.

Дифференциальное уравнение движения судна имеет вид

M
d2S(t)

dt2
= −R(v(t)) + 2Q(v(t), ω), (1.1)

где R(v(t)) = kp sign(v)v
2 = kp sign(Ṡ)Ṡ

2; kp = cxA
ρ
2 — величина, пропорциональная динамиче-

ской вязкости; sign() — функция знака; cx = 0,1 — коэффициент сопротивления для хорошо

Рис. 1. Математическая модель судна

Fig. 1. Mathematical model of a vessel

Ecological Bulletin of Research Centers of the Black Sea Economic Cooperation, 2025, vol. 22, no. 1, pp. 18–28. 19



Великанов П. Г., Артюхин Ю.П. Математическая модель движения колесного судна. Часть I

Рис. 2. Модель гребного колесного судна

Fig. 2. Model of a paddle wheel vessel

обтекаемых тел; A — поперечная площадь подводной части судна; ρ = 103 кг/м3 — плотность
воды. Считая глубину судна ниже ватерлинии 2 м, ширину 30 м, kp = 3 · 103 кг/м.

2. Моделирование работы реального рабочего колеса

Гребное колесо судна сконструировано так, чтобы плицы входили в воду и выходили
из воды ребром, не вызывая всплесков, на которые затрачивалась бы непроизводительная
работа машины [29]. На рис. 2 показана схема такого колеса. Колесо радиуса r касается
горизонта воды. Плица высотой b имеет в середине шарнир, который позволяет ей при помощи
рычагов, прикрепленных к колесу, поворачиваться в плоскости колеса. Тем самым удается
сделать движение плицы поступательным параллельно вертикальной плоскости. На рис. 2
φb — угол входа и выхода плицы в воду, φ — произвольное положение шарнира, |φ(t)| ⩽ φb.
Плица вращается с угловой скоростью ω = φ̇, имеет относительную скорость vr = ω(r + b/2)
и переносную скорость судна v(t). В результате сопротивления воды возникает тяга 2Q(t).

Рассмотрим работу одной плицы в момент её вхождения и выхода из воды. На рис. 2
изображена половина рабочего колеса радиуса r, касающегося горизонта воды, и плицы
высотой b и шириной a. Произвольное положение радиуса r + b/2 определяется углом φ(t).
В начальный момент времени (момент вхождения плицы в воду) обозначим через φ(0) = −φb,
а выхода из воды через φ(T ) = φb. Здесь T — период работы одной плицы в воде.

Изменение угла φ(t) = −φb + ωt в интервале (0 ⩽ t ⩽ T ), поэтому

T =
2φb

ω
, ω =

2φb

T
. (2.1)

Следовательно,

φ(τ) = φb(2τ − 1), τ =
t

T
(0 ⩽ τ ⩽ 1). (2.2)

Допустим, что φb = π/12. Сделаем аналитическое продолжение функции φ(τ) для 1 ⩽ τ ⩽ 2.
На рис. 3 приведен ее график.

При τ > 1 в работу должна включиться следующая плица и совершить поворот на угол
|φ(τ)| ⩽ φb. Следовательно, прямую BC нужно поступательно, параллельно самой себе
опустить вертикально вниз на величину 2φb (рис. 4).

В результате получается кусочно-непрерывная функция с разрывами при целых значениях
τ , которую можно записать с помощью обобщенных функций Хевисайда

F (τ) = φ(τ) [e(τ)− e(τ − 1)] + [φ(τ)− 2φb] [e(τ − 1)− e(τ − 2)] (0 ⩽ τ ⩽ 2), (2.3)

где e(τ − 1) =

{
1, τ > 1;

0, τ < 1
— функция Хевисайда [4–6].

Делая аналитическое продолжение до Np + 1 периодов и пользуясь методом индукции,
создадим функцию углов поворота для интервала 0 ⩽ τ ⩽ Np + 1 вида

F (τ,Np) =

Np+1∑
k=0

[(φ(τ)− 2kφb)(e(τ − k)− e(τ − k − 1))]. (2.4)

20 Экологический вестник научных центров Черноморского экономического сотрудничества. 2025. Т. 22, № 1. С. 18–28.



Velikanov P.G., Artyukhin Yu. P. A mathematical model of the movement of a wheeled vessel. Part I

Рис. 3. График функции φ(τ)

Fig. 3. Graph of the function φ(τ)

Рис. 4. Преобразование функции φ(τ)

Fig. 4. Transformation of the function φ(τ)

Рис. 5. Функция φ(τ) при Np = 13
(0 ⩽ τ ⩽ Np + 1)

Fig. 5. Function φ(τ) with Np = 13 (0 ⩽ τ ⩽ Np + 1)

Рис. 6. Рабочее колесо с 8-ью плицами

Fig. 6. 8-spline impeller

Действительно, при Np = 13 получаем следующую картину (рис. 5).
Теперь необходимо выбрать количество плиц, по которым определим отношение ξ1 = b/r.

Очевидно, что количество плиц должно быть целым числом. Также целым числом должно
быть отношение π/φb = np, которое совпадает с числом плиц. Задавая число плиц np = 8,
получим угол размаха плиц φb = π/8. Из рис. 2 следует

(r + b/2) cosφb + b/2 = r. (*)

Откуда

ξ1 =
2(1− cosφb)

1 + cosφb
=

b

r
= 0,0791323. (2.5)

При r = 10 м, b ≈ 79 см. Ширину плицы возьмем равной a = 3 м. Общее представление
рабочего колеса с 8 плицами приведено на рис. 6.

Теперь необходимо определить, с какой силой плица отталкивается от воды. Очевидно,
с такой же силой, с какой плица испытывает сопротивление при движении в воде. Сила
сопротивления тонкой пластинки потоку жидкости вычисляется по следующей формуле [30,31]:

Q =
1

2
cpxAρu2,

где cpx = 1,11 — коэффициент сопротивления тонкой пластинки (плицы), ρ — плотность воды,
A — площадь плицы в воде, u — скорость потока жидкости, перпендикулярная плице. Из рис. 7
следует, что смоченная часть плицы AB равна опусканию ее FE. Тогда

AB

r
=

(
1 +

ξ1
2

)
(cosφ− cosφb) = gp(φ). (2.6)
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Рис. 7. Исследование плицы

Fig. 7. Plate research
Рис. 8. Функция gp(φ)

Fig. 8. Function gp(φ)

Действительно, gp(φb) = 0, а согласно (*) gp(0) = ξ1. Функция gp(φ) периодическая,
пропорциональная тяге судна и в пределах периода имеет вид (рис. 8).

Площадь работающей плицы A(φ) = argp(φ).
Середина плицы участвует в двух движениях: во вращательном движении с угловой

скоростью ω и в переносном со скоростью судна v. Относительная скорость движения жидкости
по нормали к плице будет

u(φ(t)) =

(
r +

b

2

)
ω cosφ(t)− v(φ(t)). (2.7)

Окончательное выражение для горизонтальной движущей силы судна от двух колес будет

2Q(t) = cpxρargp(φ(t)) sign(u)u
2. (2.8)

Приведем дифференциальное уравнение (1.1) к безразмерному виду, исключая из (2.7) по
формуле (2.1) ω

d
2
ξ

dτ2
+

rkp
M

sign

(
dξ

dτ

)(
dξ

dτ

)2

= cpx
ar2

M
ρgp(F [τ,Np]) sign(U)U2, (2.9)

где

ξ =
S

r
, U = U(τ) = 2φb

(
1 +

ξ1
2

)
cosF [τ,Np]−

dξ

dτ
.

Численно интегрируя уравнение (2.9) при помощи пакета символьной математики Wolfram
Mathematica [27,28]

sL=NDSolve[{sl,ξ[0]==0,ξ’[0]==0},ξ,{τ,0,2 502},MaxSteps→150000][[1]]

в интервале 0 ⩽ τ ⩽ 1004 периодов при нулевых начальных условиях и при M = 106 кг,
r = 10 м, a = 3 м, kp = 3 · 103 кг/м, φb = π/8, получим интерполяционную функцию

ξ=ξ(τ)=InterpolatingFunction[{{0.,1004.}},<>],

которая содержит 37 052 узловых значений. При интегрировании допускается 150 000 макси-
мальных шагов. Кривая ξ = ξ(τ) показана на рис. 9. Значение безразмерного пути в конце
кривой ξ(1000) = 338,3.

Судно до значения времени t = 20T с ускоряется, а затем движется равномерно. Зависимость
периода работы плицы T от угловой скорости ω в соответствии с (2.1) показаны в табл. 1.

Так как ξ = 338,3 = S/r, r = 10 м, то реальный путь S = 3,383 км. Если колесо вращается
с угловой скоростью ω = π/2 1/с, то один оборот колесо делает за 4 секунды. Но τ = t/T = 1000.
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Таблица 1. Зависимость периода работы плицы T от угловой скорости ω

ω, 1/с π/8 π/4 3π/8 π/2 5π/8

Т, с 2 1 2/3 1/2 2/5

Рис. 9. Функция ξ = ξ(τ) безразмерного пути

Fig. 9. The function ξ = ξ(τ) of the dimensionless
path

Рис. 10. График предельной скорости ξ′ = ξ′ (τ)

Fig. 10. Graph of the maximum speed ξ′ = ξ′ (τ)

Реальное время t = 1000, T = 1000/2 = 500 с = 8,33 мин (так как T = 1/2). Тогда за это время
колесо сделает 125 оборотов.

На рис. 10 приведена предельная скорость ξ′ = ξ′ (τ), значение которой равно

dξ

dτ
(1000) =

T

r

dS

dt
= 0,348355.

Реальная предельная скорость набирается в течение 8,33 мин и достигает v = dS/ dt =
= 0,348355r/T = 25 081 м/ч = 25,081 км/ч.

При угловой скорости ω = π/2 1/с и колесе с 8 плицами период T = 1/2 с судно достигает
предельную скорость v8 = 25,1 км/ч. При той же угловой скорости и колесе с 12 плицами
T = 1/3 с, а v12 = 19,6 км/ч, но высота плиц вдвое ниже. Эффективность составляет 28 %
(v8/v12 = 1,28).

Тягу судна q = q (τ) от двух рабочих колес во времени (рис. 11) представим в виде

q(τ) = cpx
a r2

M
ρgp(F [τ,Np])U

2. (2.10)

Причем, q(0,5) = 0,0173251. Тяга в начальный момент времени t = τT = 0,5 · 0,5 = 0,25 с равна
2Q = qMr/T 2 = (0,0173251 · 106 · 10/0,25 = 693 004 Н = 69 300,4 кгс = 69,3 тс (при M = 106 кг;
r = 10 м; T = 0,5 с; ω = π/2; τ = 0,5; t = 0,25). Тяга по прошествии 500 с уменьшается в 3,013
раза. Подсчитаем развиваемую мощность на отрезке 3383 м

69 300 · 3383
3,013 · 500 · 75

= 2075 л.с.

Существует переходный период, когда сначала максимальная движущая сила резко возрас-
тает, затем уменьшается в 3 раза и стремится к максимальной постоянной величине. Функция
расхода топлива двигателя судна будет иметь аналогичный вид в виду ее пропорциональности
функции q. На рис. 12 показана безразмерная скорость потока воды U = U(τ) во времени.

Действительная максимальная скорость потока воды из-под колес в начальный момент
времени u = r · U/T , поэтому u (t = 0,25 с) = 16,2 м/с, в установившемся потоке без учета
периодических колебаний u (t = 495 с) = 9,4 м/с

{0,810848 · 10/0,5, 0,468113 · 10/0,5} = {16,217, 9,36226}.
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Рис. 11. График тяги судна q(τ) от двух
рабочих колес

Fig. 11. Graph of ship thrust q(τ) from two working
wheels

Рис. 12. График безразмерной скорости потока
воды U = U(τ)

Fig. 12. Graph of dimensionless water flow velocity
U = U(τ)

Рис. 13. Закон изменения угла поворота плиц при торможении

Fig. 13. The law of change of the angle of rotation of the plates during braking

3. Причаливание судна к пристани

Причаливание судна к пристани представляет не только теоретический, но и практический
интерес. Вопрос состоит в том, как управлять судном так, чтобы оно при причаливании
к пристани не получило удар о препятствие? Ответ на поставленный вопрос представляется
дискуссионным. С одной стороны, по утверждению лунного баллистика Лидова М.Л. практи-
чески невозможно плавно причалить корабль к пристани (космический корабль к околоземной
станции) [32], но, с другой стороны, оказывается, что чисто теоретически этого добиться
можно, но лишь за бесконечное время.

Рассмотрим движение судна, прошедшего некоторое расстояние при ξ = ξ(0) и набравшего
скорость при ξ′ = ξ′(0). Попробуем затормозить его движение с помощью рабочего колеса,
вращающегося против часовой стрелки (в отрицательном направлении) с постоянной угловой
скоростью ω. Оказывается выведенные выражения для функции угла поворота φ(τ) полностью
пригодны для расчетов при торможении, в которых начальный угол отклонения плицы нужно
взять с минусом, т.е. поменять φb на −φb.

На рис. 13 показан закон изменения угла поворота плиц при торможении.
Проинтегрируем численно модифицированные уравнения (2.9) при начальных условиях

ξ(0) = 338,304, ξ′(0) = 0,34836 (эти начальные условия являются конечными значениями
движения судна при τ = 1000, когда рабочее колесо вращалось по часовой стрелке во время
разгона) для нового интервала времени 0 ⩽ τ ⩽ 250, Np = 250

d
2
ξ

dτ2
+

rkp
M

sign

(
dξ

dτ

)(
dξ

dτ

)2

= cpx
ar2

M
ρgp(F [τ,Np]) sign(U)U2 [e(τ)− e(τ − 20)] ,
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Рис. 14. Функция ξ = ξ(τ) безразмерного пути
при торможении судна

Fig. 14. Function ξ = ξ(τ) of the dimensionless path
during ship braking

Рис. 15. График предельной скорости ξ′ = ξ′ (τ)
при торможении судна

Fig. 15. Graph of the maximum speed ξ′ = ξ′ (τ)
during vessel braking

где

ξ =
S

r
, U = U(τ) = 2φb

(
1 +

ξ1
2

)
cosF [τ,Np]−

dξ

dτ
.

В отличие от уравнения (2.9) здесь введен множитель [e(τ)− e(τ − 20)], который позволяет
остановить рабочее колесо в момент времени τ = 20. Затем судно движется по инерции.
Этот момент времени выбран из условия максимума пути торможения и обращения скорости
в нуль (более точное значение τ = 20,4548). В силу того, что только при целом значении
τ плица выходит из воды, а поэтому при отключении двигателя она не может участвовать
в торможении судна. Результат торможения судна показан на рис. 14.

Судно стартует из точки S(0) = 3,383 км со скоростью Ṡ(0) = 25,1 км/ч и за t = 10 с (момент
отключения двигателя) проходит, несмотря на торможение по инерции, расстояние 30,45 м
до момента времени (τ = 20). Колесо крутится против часовой стрелки с угловой скоростью
ω = π/2 1/с. Скорость судна падает до величины v = dS/ dt = 0,00490323 · r/T = 0,098 м/с =
= 9,8 см/с. Ṡ(20) = 9,8 см/сек. В этот момент двигатель отключается и в течение 1,9 мин.
судно проходит еще 11,1 м/с той же постоянной скоростью 9,8 см/с (τ = 250) (рис. 15).

Реальная скорость падает с 25,1 км/ч в течение 10 с и до v = dS/ dt = 0,00490323 · r/T =
= 0,098 м/с= 9,8 см/с после остановки двигателя пройдет еще (250− 20)τ = 230τ или реальное
время 230 · 0,5 = 115 с = 1,9 мин. судно пройдет по инерции 11,1 м причала, имея в этот
момент скорость 9,5 см/с (при этом следует учесть, что как только двигатель отключен, то
угловая скорость колеса равна нулю. Нарушается связь с периодом работы плицы. Тем не
менее, период в силу непрерывности сохраняем, равным 0,5 с).

Задача состоит в том, чтобы попытаться погасить эту скорость. Для этого рассмотрим два
случая:

1) вязкий удар с помощью двух автомобильных покрышек. Допустим, что погашение
скорости происходит за счет деформации двух шин толщиной 0,2 м. Если принять деформацию,
равной 0,5, то средней силой вязкого удара (согласно теореме об изменении кинетической
энергии) будет Pe = 44 988 Н= 4498 кгс = 4,5 тс. Кинетическая энергия судна и её изменение
в конце причала (τ = 250). Te = M · v2(250)/2 = 4498,77 кг · (м/с)2 = Pe0,1 м, M = 106 кг,
Te → 106 · 0,09485542/2, Te → 4498,77345458 = Pe · 0,1, Pe = 44988 Н= 4498 кгс= 4,5 тс.

2) упругий удар. Изменение количества движения (τ = 250) до остановки (упругий удар
о причал за 0,2 с) равно импульсу. Откуда сила будет Pl = 474 277 Н= 47 428 кгс= 47,4 тс.
L = Mv(250) = Pl · 0,2. Сила упругого удара Pl = 474 277 Н= 47 428 кгс= 47,4 тс:

106 · 0,0948554/0,2 = 474 277.

Такой удар, безусловно, может разрушить причал. Этот результат свидетельствует о том, что
практически невозможно избежать удара о причал.
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Заключение

В статье приведено описание математической модели движения судна по спокойной воде при
помощи отталкивания плиц (лопастей) двух вращающихся колес от воды с учетом дискретной
периодичной их работы. Также был исследован вопрос об управлении судном так, чтобы оно
при причаливании к пристани не получило удар о препятствие. Было убедительно показано,
что практически невозможно избежать удара о препятствие.
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