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Аннотация. В работе на основе выполненных ранее и опубликованных механико-математических ис-
следований в теории двумерных интегральных уравнений выявляется зона повышенной сейсмической
опасности территории, вблизи протяженной горной гряды. Известно, что среда горной территории
имеет сложную анизотропную структуру. Механическое состояние протяженной горной среды в
виде полосы описывается контактной задачей о действии штампа на анизотропное основание, каким
являются литосферные плиты. Математически такие контактные задачи приводятся к решению
двумерного интегрального уравнения Винера–Хопфа в области в виде полосы конечной ширины.
Ранее такие контактные задачи исследовались только для изотропных оснований. В работе разработан
метод, позволяющий исследовать решение контактной задачи в анизотропном случае для полосы
разной ширины и выявить зоны повышенной сейсмичности.
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Abstract. Based on previously performed and published mechanical and mathematical studies in the theory
of two-dimensional integral equations, a zone of increased seismic hazard of the territory near an extended
mountain range is identified in the work. It is known that the environment of the mountainous territory has
a complex anisotropic structure. The mechanical state of an extended rock medium in the form of a strip
is described by the contact problem of the action of a stamp on an anisotropic base, such as lithospheric
plates. Mathematically, such contact problems are reduced to solving the two-dimensional Wiener-Hopf
integral equation in a region in the form of a strip of finite width. Previously, such contact problems were
studied only for isotropic bases. A method has been developed that allows us to investigate the solution of
the contact problem in the anisotropic case for bands of different widths and identify zones of increased
seismicity.
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Введение

Теории анизотропных сред, описывающих композитные материалы, посвящено большое
количество работ в связи с их важностью в различных областях инженерной практики [1–15].
Анизотропные структуры имеют природное и техногенное происхождение. Они встречаются
как природные образования в коре Земли, а также в результате создания новых композитных
материалов. Сложно охватить весь комплекс анизотропных структур. Некоторые анизотроп-
ные структуры изучены достаточно глубоко, что объясняется их широким применением
в отраслях ответственного назначения. Это относится, в первую очередь, к кристаллам и
полупроводниковым материалам, применяемым при создании элементной базы электроники.
В большинстве своем для решения смешанных и контактных задач для таких материалов
используются приближенные аналитические либо численные методы, не учитывающие кон-
центраций контактных напряжений под штампами. Однако исследований по применению
теории анизотропных сред в сейсмологии практически нет. В работе [16] впервые разработан
строгий математический метод решения контактной задачи о действии полосового штампа на
анизотропные основание. Контактная задача приведена к решению двумерного интегрального
уравнения Винера–Хопфа в полосе с анизотропным символом интегрального уравнения. В на-
стоящей работе развитый метод применяется для исследования и решения контактой задач
для анизотропных материалов литосферных плит более сложной структуры. С помощью этого
подхода выявляются зоны повышенной концентрации контактных напряжений, зависящие от
анизотропных свойств среды.

1. Интегральное уравнение

Методом, описанным в [17], контактная задача о действии полосового жесткого штампа
конечной ширины на анизотропную слоистую среду сводится к решению интегрального
уравнения вида

∞∫
−∞

a∫
−a

k(x1 − ξ1, x2 − ξ2)q(ξ1, ξ2) dξ1 dξ2 = f(x1, x2), −a ⩽ x1 ⩽ a, |x2| ⩽ ∞,

k(x1, x2) =
1

4π2

∞∫
−∞

∞∫
−∞

K(u1, u2)e
−i(u1x1+u2x2) du1 du2,

K(u1, u2) > 0, −∞ < u1, u2 < ∞.

(1.1)

Здесь q(x1, x2) — контактные напряжения под штампом, f(x1, x2) — перемещения в зоне
контакта, k(x1, x2) — ядро интегрального уравнения, функция K(u1, u2) — преобразование
Фурье ядра интегрального уравнения.

Считаем, что функция K(u1, u2) является аналитической, зависящей от двух комплексных
переменных, не обращающейся в ноль на вещественной оси по обоим параметрам. Двумер-
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ное интегральное уравнение (1.1) сводятся к одномерному с вещественным параметром u2

в результате применения преобразования Фурье по координате x2.
В результате интегральное уравнение (1.1) принимает вид

a∫
−a

k(x1 − ξ1)q(ξ1) dξ1 = f(x1), q(ξ1) = q(ξ1, u2), k(x1) = k(x1, u2),

k(x1) =
1

2π

∞∫
−∞

K(u1)e
−iu1x1 du1, K(u1) = K(u1, u2), f(x1) = f(x1, u2).

(1.2)

Ради краткости вещественный параметр u2 временно опускается и возврат к нему будет
осуществлен в конце статьи. Считаем, что непрерывная аналитическая функция K(u1) на
бесконечности обладает асимптотическим поведением

K(u1) = c1u
−1
1 + c2 |u|−1

+ o(u−1
1 ), Imu1 = 0. (1.3)

Таким свойством обладают ядра интегральных уравнений, построенные для статических
смешанных задач на многослойной анизотропной среде.

Ниже используется развитый в [16] метод изучения и решения интегрального уравнения
контактной задачи о действии полосового штампа на анизотропную слоистую среду. Для этого
строится обобщенное решение интегрального уравнения.

2. Построение решения

Как и в предыдущем пункте, будем рассматривать интегральные уравнения (1.1) с ядром
K(u1). Применим к ним метод блочного элемента, опирающийся на факторизационный под-
ход [16]. Они приводятся к решению эквивалентной операторам интегральных уравнений (1.1)
системы двух интегральных уравнений вида [16]. Их построение детально описано в [16,18]
и ниже не повторяется,

X(ζ,±) = ∓M(ζ, a)X(u1,±) + α(ζ,±),

M(ζ, a)X(u1,±) =
1

2πi

∫
σ

K−(u1)e
−2aiu

K+(u1)(u1 + ζ)
Xm(u1,±) du1,

α(ζ,±) = ± 1

2πi

∫
σ

[
F+(u1)

K−(u1)(u1 − ζ)
∓ F−(u1)

K+(u1)(u1 + ζ)

]
du1,

[3mm]F+(u1) =

a∫
−a

f(x)eiu1(x+a) dx, F−(u1) =

a∫
−a

f(x)eiu1(x−a) dx,

[3mm]Φ−(u1) =

−a∫
−∞

ϕ−(x)e
iu1(x+a) dx, Φ+(u1) =

∞∫
a

ϕ+(x)e
iu1(x−a) dx,

[3mm]X(ζ,±) = [Φ+(−ζ)± Φ−(ζ)]K
−1
− (ζ).

(2.1)

Здесь K±(u1) — результат факторизации функции K(u1) относительно вещественной оси [16,
18]. Непрерывный контур σ расположен в нижней комплексной полуплоскости, асимптотически
уходит на бесконечность так, что содержит часть отрицательной мнимой полуоси, пересекая
ее в одной точке. Главным его свойством является огибание сверху находящихся в нижней
комплексной полуплоскости комплексных особенностей всех аналитических функций K(u1).
Считаем, что контур расположен строго ниже вещественной оси, то есть 0 > −c > max Imu1,
u1 ∈ σ, c > 0.
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После обращения уравнений (2.1) представления решений интегральных уравнений (1.1)
даются формулами [16,18]

q(x) =
1

2π

∞∫
−∞

{
F (u1)

K(u1)
− X−

0 (u1)e
−iau1

K+(u1)
− X+

2 (u1)e
iau1

K−(u1)

}
e−ixu1 du1,

2X+
2 (−u1) = X(u1,−) +X(u1,+), 2X−

0 (u1) = X(u1,−)−X(u1,+).

(2.2)

В [18] доказано, что операторы M(ζ, a) в правой части (2.1) на контуре σ являются вполне
непрерывными в пространстве C(λ), 0 ⩽ λ < 1, вводимом нормой ∥f∥ = max

∣∣uλ
1f(u1)

∣∣, u1 ∈ σ.
Методами, детально описанными в [16,19], осуществим факторизацию в виде произведения

каждой функции K(u).
Примем во внимание представление функций K(u) в виде

K±(u1) = exp

± 1

2πi

∞∫
−∞

lnK(ξ)

ξ − u1
dξ

 , u1 ∈ Π±. (2.3)

Здесь Π+, Π− — верхняя и нижняя комплексные полуплоскости. Из (1.3) для факторизованных
функций следует свойство

K−(u1) → O(u−ν1), K+(u1) → O(u−ν2
1 ), ν1 + ν2 = ν + |ν| , c1 = c2, |u1| → ∞, u1 ∈ σ.

Лемма [16,18]. Оператор M(ζ, a) является аналитической функцией параметра a, регуляр-
ной в области Re a > 0. Существует такое a0 ⩾ 0, что имеет место неравенство ∥M(ζ, a)∥C(λ) < 1,
Re a > a0

3. Результат исследования

Используя подход, изложенный в [16], доказывается, что интегральное уравнение (1.1)
имеет единственное решение для любых 0 < a < ∞ и может быть построено методом Ньютона–
Канторовича [19].

Анализируя свойства решения (2.2), можно выявить концентрацию контактных напряжений,
которая возникает в случае анизотропной среды.

Принимая во внимание поведение функций

X−
0 (u1) = O(u−1

1 ), X+
2 (−u1) = O(u−1

1 ),

и свойства функций K−(u1), K+(u1), после несложной оценки интеграла (2.2)

q(x) = O
[
(a− x)−ν1

]
, x → a, q(x) = O

[
(a+ x)−ν2

]
, x → −a.

Таким образом, сейсмоопасными являются границы горной гряды при переходе в равнину.
В зависимости от величины значений νm, m = 1, 2, будет более сейсмоопасной соответствующая
сторона горной гряды.

Вывод

Исследование показало, что даже в статических условиях горная гряда имеет области
повышенной сейсмичности, расположенные в зонах перехода горной гряды в равнинные
участки.
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