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Аннотация. В работе для модели переноса пассивной примеси рассматривается построение опти-
мального плана измерений для реализации вариационного алгоритма идентификации мощности
источников загрязнений. Информационная матрица Якоби строится с использованием решений серии
сопряженных задач. Известно, что измерения поля концентрации, которые производятся в точках
максимальных значений, приводит к повышению обусловленности решаемой задачи и более быст-
рой сходимости итерационного процесса. Алгоритм построения информационной матрицы Фишера
представлен для случая трехмерной модели переноса пассивной примеси в Азовском море. Рассматри-
вается действие мгновенного и постоянного точечного источника загрязнения. Результаты могут быть
использованы для решения различных задач экологической направленности при изучении воздействия
источников загрязнения антропогенного характера в акваториях Азовского и Черного морей.
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Using Solutions to Adjoint Problems in Identifying the Power of Pollution Sources
and Planning an Experiment
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Abstract. In the work for the passive impurity transfer model, the construction of an optimal measurement
plan for the implementation of a variational algorithm for identifying the power of pollution sources is
considered. The Jacobi information matrix is constructed using solutions to a series of related problems.
It is known that measurements of the concentration field, which are performed at the points of maximum
values, lead to increased conditionality of the problem being solved and faster convergence of the iterative
process. The algorithm for constructing the Fischer information matrix is presented for the case of a three-
dimensional model of passive impurity transport in the Sea of Azov. The effect of an instantaneous and
permanent point source of pollution is considered. The results can be used to solve various environmental
problems in studying the effects of anthropogenic pollution sources in the waters of the Azov and Black
Seas.
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Введение

При решении задачи по идентификации мощности источников загрязнения в модели пере-
носа пассивной примеси по данным измерений встает вопрос построения оптимальных планов
для улучшения вычислительных свойств алгоритмов. С математической точки зрения под
оптимальным планом понимается набор точек измерений, распределенных по пространству
и времени, дающий лучшую обусловленность решаемой задачи. Вычислительные свойства
применяемых при этом алгоритмов могут в значительной степени быть улучшены за счет
выбора наиболее оптимальной схемы измерений.

1. Построение оптимального плана

Алгоритмы оптимального планирования [1, 2] основаны на изучении свойств информацион-
ной матрицы Фишера

M (εN ) =

N∑
i=1

FipiF
T
i , (1.1)

где εN =

{
x1, x2, . . . , xN

p1, p2, . . . , pN

}
— нормированный план, 0 ⩽ pi ⩽ 1,

N∑
i=1

pi = 1, Fi — матрица Якоби,

определяющая вариации поля концентрации примеси в зависимости от вариаций тех или иных
параметров задачи. Существуют различные подходы к поиску оптимальных планов. Наиболее
простой состоит в следующем:

– строится невырожденный начальный план;
– определяется дополнительная точка, добавление которой к плану повышает обусловлен-

ность решаемой задачи;
– ищется наименее информативная точка плана, которая отбрасывается.
Детерминант матрицы (1.1) характеризует обусловленность решаемой задачи идентифика-

ции параметров численного моделирования. Поэтому можно сравнивать между собой несколько
планов, априори заданных. Сравнение происходит по значению детерминанта информационной
матрицы Фишера (1.1).

2. Модель переноса

Рассмотрим модель [3] переноса-диффузии пассивной примеси в σ-координатах

∂DC

∂t
+

∂DUC

∂x
+

∂DV C

∂y
+

∂WC

∂σ
=

∂

∂x
AH

∂DC

∂x
+

∂

∂y
AH

∂DC

∂y
+

∂

∂σ

K

D

∂C

∂σ
, (2.1)
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с краевыми условиями

σ = 0 :
∂C

∂σ
= 0;

σ = −1 :
∂C

∂σ
= Q =

∑
i

QB
i δ (x− xi) δ (y − yi) , i = 1, I, Γ :

∂C

∂n

(2.2)

и начальными данными
C (x, y, σ, 0) = C0 (x, y, σ) , (2.3)

где t ∈ [0, T ] — время; D — динамическая глубина; x, y — горизонтальные координаты;
σ — безразмерная вертикальная координата, изменяющаяся в пределах от −1 (на дне) до 0
(на поверхности моря); U , V , W — компоненты поля скорости; C — концентрация примеси; AH

и K — коэффициенты горизонтальной и вертикальной турбулентной диффузии; n — нормаль
к боковой границе, Γ — граница области интегрирования модели M ; Mt = M × [0, T ], I —
количество источников загрязнения на дне с заданной мощностью QB

i . В данном случае для
определенности источники заданы на дне моря. Аналогично можно получить алгоритм и для
варианта задания источников на поверхности моря.

3. Вариационный алгоритм ассимиляции данных измерений

Рассмотрим вариационный алгоритм [4–6] ассимиляции, при котором усвоение происходит
за счет минимизации следующего выпуклого квадратичного функционала качества прогноза

I0 =
1

2
(P (RC − Cизм) , P (RC − Cизм))Mt

, (3.1)

где P — оператор восполнения нулями поля невязок прогноза при отсутствии данных изме-
рений, R — оператор проектирования в точки наблюдений. Функционал (3.1) при линейных
ограничениях (2.1)–(2.3) запишем следующим образом:

I = I0 +

[
∂DC

∂t
+

∂DUC

∂x
+

∂DV C

∂y
+

∂WC

∂σ
− ∂

∂x
AH

∂DC

∂x
− ∂

∂y
AH

∂DC

∂y
− ∂

∂σ

K

D

∂C

∂σ
,C∗

]
Mt

+

+

(
∂C

∂n
,C∗

)
Γt

+ (C − C0, C
∗)M+

(
∂C

∂σ
,C∗

)
σ0
t

+

(
∂C

∂σ
−
∑
i

QB
i δ (x− xi) δ (y − yi) , C

∗

)
σ−1
t

, (3.2)

где скалярное произведение определяется стандартным способом в L2. Проинтегрируем со-
ответствующее (3.2) выражение для вариации функционала по частям с учетом аналога
уравнения неразрывности и краевых условий. В (3.2) σ0

t = σ0 × [0, T ] , σ−1
t = σ−1 × [0, T ], σ0 —

поверхность моря, а σ−1 — дно.
Аналог уравнения неразрывности в σ-координатах имеет вид

∂D

∂t
+

∂DU

∂x
+

∂DV

∂y
+

∂W

∂σ
= 0. (3.3)

Выберем в качестве множителей Лагранжа решение следующей сопряженной задачи:

−∂DC∗

∂t
− ∂DUC∗

∂x
− ∂DV C∗

∂y
− ∂WC∗

∂σ
−D

∂

∂x
AH

∂C∗

∂x
−D

∂

∂y
AH

∂C∗

∂y
− ∂

∂σ

K

D

∂C∗

∂σ
= 0,

Γ :
∂C∗

∂n
= 0, σ = 0 :

∂C∗

∂σ
= 0, σ = −1 :

∂C∗

∂σ
= 0, (3.4)

t = T : C∗ = P (Cизм −RС) .
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При идентификации действующих на всем промежутке времени источников постоянной
мощности имеем

∇QB
i
I =

T∫
0

C∗ (t, xi, yi,−1) dt. (3.5)

При определении мощности мгновенного точечного источника имеем

∇QB
i
I = C∗ (0, xi, yi,−1) . (3.6)

Значение мощностей источников определяются в процессе итераций

QB
in+1

= QB
in + τ · ∇QB

i
I, (3.7)

где τ — итерационный параметр, который находится с учетом решения задачи в вариаци-
ях. Следует заметить, что проведенные тестовые расчеты показали хорошую сходимость
итерационного процесса и достаточную точность идентификации мощности источников при
использовании полной информации о поле концентрации. При задании небольшого количества
точек измерений результат в полной мере зависит от их местоположения и тогда задача
планирования эксперимента встает естественным образом.

4. Метод оценки. Алгоритм фильтрации

Умножая (2.1)–(2.3) на C∗ и интегрируя по частям с учетом краевых условий и аналога
уравнения неразрывности в σ-координатах, выберем C∗ как решение следующей сопряженной
задачи:

−∂DC∗

∂t
− ∂DUC∗

∂x
− ∂DV C∗

∂y
− ∂WC∗

∂σ
−D

∂

∂x
AH

∂C∗

∂x
−D

∂

∂y
AH

∂C∗

∂y
− ∂

∂σ

K

D

∂C∗

∂σ
= 0, (4.1)

Γ :
∂C∗

∂n
= 0, σ = 0 :

∂C∗

∂σ
= 0, σ = −1 :

∂C∗

∂σ
= g, (4.2)

t = T : C∗ = 0. (4.3)

В итоге [7, 8] из интегрального тождества получаем∑
i

∫
Bt

QB
i C

∗ dBt =

∫
Bt

Cg dBt, (4.4)

где B — дно моря, g = δ (t− T ) δ (x− xn) δ (y − yn), n = 1, . . . , N , N — общее количество точек
измерений в конечный момент времени. Учитывая представления Q и g из формулы (4.4)
имеем ∑

i

QB
i

T∫
0

C∗
n (t, xi, yi,−1) dt = C (T, xn, yn,−1) , n = 1, . . . , N. (4.5)

Таким образом, с учетом информации о концентрации в N точках для конечного момента
времени строится система линейных N уравнений. В случае переопределенной системы, т.е.,
когда число уравнений больше числа источников, применяется один из известных методов
вариационной фильтрации, например, значения QB

i определяются из системы (4.5) на основе
метода [9], который успешно применяется при решении аналогичных задач. Для переопреде-
ленной системы (4.5) в случае наличия ошибок измерений необходима фильтрация данных
с учетом всей информации, имеющейся в N уравнениях. Начальная система уравнений при
помощи ортогонального преобразования плоских вращений трансформируется к некоторой
эквивалентной системе. Углы поворота находятся из максимума функционала, характери-
зующего соотношение коэффициентов системы, априори заданной информации о решении
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и правых частях. Алгоритм осуществляется итерационно. Коэффициенты такого преобразова-
ния ищутся, исходя из максимума квадратичного функционала специального вида. В итоге
получается другая система алгебраических уравнений, эквивалентная (4.3) с учетом всей
доступной информации.

В результате работы такой процедуры уравнения новой системы сортируются по рангу.
В итоге в верхних строках системы оказываются уравнения с наилучшей информативностью.

5. Построение матрицы Якоби

Пусть Cизм имеются в N точках, а Qi
B задано в I точках. Матрицу Якоби, характеризующую

вариацию решения в зависимости от вариаций параметров, запишем в виде

F =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

∂C1

∂Q1
B

∂C2

∂Q1
B

. . .
∂CN

∂Q1
B

∂C1

∂Q2
B

∂C2

∂Q2
B

. . .
∂CN

∂Q2
B

. . . . . . . . . . . .

∂C1

∂QI
B

∂C2

∂QI
B

. . .
∂CN

∂QI
B

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

. (5.1)

Учитывая представление метода оценки (4.5), имеем

F =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

T∫
0

C∗
1 (t, x1, y1,−1) dt

T∫
0

C∗
2 (t, x1, y1,−1) dt . . .

T∫
0

C∗
N (t, x1, y1,−1) dt

T∫
0

C∗
1 (t, x2, y2,−1) dt

T∫
0

C∗
2 (t, x2, y2,−1) dt . . .

T∫
0

C∗
N (t, x2, y2,−1) dt

. . . . . . . . . . . .

T∫
0

C∗
1 (t, xI , yI ,−1) dt

T∫
0

C∗
2 (t, xI , yI ,−1) dt . . .

T∫
0

C∗
N (t, xI , yI ,−1) dt

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

. (5.2)

Аналогично для мгновенного точечного источника имеем

F =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
C∗

1 (0, x1, y1,−1) C∗
2 (0, x1, y1,−1) . . . C∗

N (0, x1, y1,−1)

C∗
1 (0, x2, y2,−1) C∗

2 (0, x2, y2,−1) . . . C∗
N (0, x2, y2,−1)

. . . . . . . . . . . .

C∗
1 (0, xI , yI ,−1) C∗

2 (0, xI , yI ,−1) . . . C∗
N (0, xI , yI ,−1)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
, (5.3)

где C∗
n — решение сопряженной задачи для n-го измерения в соответствующих точках про-

странства с координатами источников загрязнения.
При выводе (5.3) учтено соотношение метода оценки (4.5) для мгновенного точечного

источника.
Таким образом, имея решения сопряженных задач (4.1)–(4.3) можно сразу оценивать все

члены матрицы Якоби, а значит, и Фишера (1.1). Далее по детерминанту соответствующей
матрицы выбирается оптимальный план. Решая систему (4.5), оцениваем значения входных
параметров. Учитывая результаты работы [10], можно заключить, что наилучший результат
получается при измерении концентрации в области максимальных значений.

Результаты могут быть использованы для решения различных задач экологической на-
правленности при изучении воздействия источников загрязнения антропогенного характера
в акваториях Азовского и Черного морей.
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