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Abstract. The boundary value problem is considered

x(2n)(t) + f(t, x(t)) = 0, 0 < t < 1,

x(0) = x′(0) = · · · = x(2n−2)(0) = 0,

x(1) = 0,

where n ∈ N , the function f(t, u) is non-negative and continuous on [0, 1]× [0,∞), and f( · , 0) ≡ 0.
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Введение

Краевые задачи для нелинейных дифференциальных уравнений достаточно хорошо изу-
чены. Это связано с тем, что такие задачи возникают во многих прикладных направлениях
физики, билогии, экономики и др. Одним из эффективных приемов исследования разре-
шимости краевых задач является их сведение к эквивалентным интегральным уравнениям,
ядром которых служит соответствующая функция Грина. В этой связи отметим некоторые
из основных методов доказательства существования положительных решений нелинейных
краевых задач такие как монотонные итерационные методы, метод верхних и нижних решений,
теоремы о неподвижных точках. Заметим, что большую роль здесь играет положительная
определенность функции Грина.

Приведем обзор некоторых работ с близкими к настоящей статье результатами. В [1],
используя функцию Грина, с помощью теоремы Красносельского о неподвижной точке было
доказано существование положительного решения краевой задачи

(−1)nx(2n)(t) = f(t, x(t)), 0 < t < 1,

αix
(2i)(0)− βix

(2i+1)(0) = 0, i = 0, . . . , n− 1,

γix
(2i)(1) + δix

(2i+1)(1) = 0, i = 0, . . . , n− 1,

где f – непрерывная и положительная функция, αi, βi, γi и δi – неотрицательные числа,
причем αiδi + γiδi + αiβi > 0. Частные случаи этой задачи были подробно изучены, например,
в [2, 3].

В [4] с применением теоремы Красносельского о неподвижной точке в конусах были
получены достаточные условия существования положительного решения краевой задачи

(−1)nx(2n)(t) = f(t, x(t), . . . , x(2j)(t), . . . , x(2(n−1))(t)), 0 < t < 1,

x(2i)(0) = 0, i = 0, . . . , n− 1,

x(2i)(1) = 0, i = 0, . . . , n− 1,

при предположениях

f0 = lim
p→0+

min
t∈[0,1]

f(t, x1, . . . , xn−1, (−1)n−1p)

p
∈ {0,+∞},

f∞ = lim
p→∞

min
t∈[0,1]

f(t, x1, . . . , xn−1, (−1)n−1p)

p
∈ {0,+∞},

f0 = lim
p→0+

max
t∈[0,1]

f(t, x1, . . . , xn−1, (−1)n−1p)

p
∈ {0,+∞},

f∞ = lim
p→∞

max
t∈[0,1]

f(t, x1, . . . , xn−1, (−1)n−1p)

p
∈ {0,+∞},

где приведенные выше пределы однородны по x1,. . . ,xn−1.
Существование положительного решения предыдущей задачи другим методом было уста-

новлено в [5] в предположениях

f0 = lim
∥X∥→0

max
t∈[0,1]

f(t,X)

∥X∥
= 0, f∞ = lim

∥X∥→0
min
t∈[0,1]

f(t,X)

∥X∥
= ∞,

или
f0 = lim

∥X∥→0
max
t∈[0,1]

f(t,X)

∥X∥
= ∞, f∞ = lim

∥X∥→0
min
t∈[0,1]

f(t,X)

∥X∥
= 0,

где X = (x0, . . . , xn−1) и ∥X∥ = max{|x0|, . . . , |xn−1|}.
В этом контексте, по-видимому, приведенная в работе краевая задача ранее не рассматрива-

лась и представляет собой продолжение цикла результатов автора [6,7], посвященного вопросам
существования положительных решений краевых задач для нелинейных дифференциальных
уравнений четного порядка.
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1. Постановка задачи и основные результаты

Рассмотрим краевую задачу

x(2n)(t) + f(t, x(t)) = 0, 0 < t < 1, (1.1)

x(0) = x′(0) = · · · = x(2n−2)(0) = 0, (1.2)
x(1) = 0, (1.3)

где n ∈ N , функция f(t, u) неотрицательна и непрерывна на [0, 1]× [0,∞), причем f( · , 0) ≡ 0.

Определение 1. Под положительным решением задачи (1.1)–(1.3) будем понимать функцию
x ∈ C2n

[0,1], положительную в интервале (0, 1), удовлетворяющую на указанном интервале
уравнению (1.1) и граничным условиям (1.2) и (1.3).

Ниже приведена лемма, доказательство которой опирается на классическую схему построе-
ния функции Грина дифференциального оператора и ввиду простоты опущено.

Лемма 1. Для любой неотрицательной и непрерывной на [0, 1] функции h(t) краевая задача

u(2n)(t) + h(t) = 0, 0 < t < 1, (1.4)

u(0) = u′(0) = . . . = u(2n−2)(0) = 0, (1.5)
u(1) = 0, (1.6)

имеет единственное положительное решение

u(t) =

1∫
0

G(t, s)h(s) ds, 0 ⩽ t ⩽ 1,

где

G(t, s) =
1

(2n− 1)!

{
(t− ts)2n−1, 0 ⩽ t ⩽ s,
(t− ts)2n−1 − (t− s)2n−1, s ⩽ t ⩽ 1.

Лемма 2. Функция Грина G(t, s) обладает следующими свойствами:

1) G(t, s) > 0, t, s ∈ (0,1);

2)
φ2n−1(t)φ2n−1(s)

(2n− 1)!
⩽ G(t, s) ⩽

φ2n−1(s)

(2n− 1)!
, t, s ∈ [0, 1],

где φ(t) = min {t, 1− t}.

Доказательство. Условие 1 леммы очевидно, поэтому перейдем к доказательству оценки 2.
При t ⩽ s имеем

G(t, s) =
1

(2n− 1)!
t2n−1(1− s)2n−1 ⩽

(s− s2)2n−1

(2n− 1)!
⩽

φ2n−1(s)

(2n− 1)!
.

С другой стороны при t ⩾ s

G(t, s) =
1

(2n− 1)!
[(t− ts)2n−1 − (t− s)2n−1] ⩽

1

(2n− 1)!
t2n−1(1− s)2n−1 ⩽

φ2n−1(s)

(2n− 1)!
.

Итак, имеем

G(t, s) ⩽
φ2n−1(s)

(2n− 1)!
.
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Докажем теперь левую часть неравенства 2 леммы. При t ⩽ s достаточно очевидно выпол-
нение рассматриваемого неравенства. В случае t ⩾ s, воспользовавшись формулой разности
степеней, имеем

G(t, s) =
1

(2n− 1)!
[(t− ts)2n−1 − (t− s)2n−1] =

=
s(1− t)[(t− ts)2n−2 + · · ·+ (t− s)2n−2]

(2n− 1)!
⩾

s(1− t)(t− ts)2n−2

(2n− 1)!
⩾

s2n−1(1− t)(1− s)2n−2

(2n− 1)!
⩾

⩾
s2n−1(1− t)2n−1

(2n− 1)!
⩾

φ2n−1(s)φ2n−1(t)

(2n− 1)!
.

Лемма доказана.

Обозначим через K конус неотрицательных функций x(t) пространства C[0,1], удовлетворя-
ющих условию

x(t) ⩾ φ2n−1(t)∥x∥C[0,1]
, t ∈ [0, 1].

В дальнейшем для удобства выкладок в обозначении нормы ∥ · ∥C[0,1]
соответствующий индекс

условимся опускать.
Определим оператор A : C[0,1] → C[0,1] формулой

Ax(t) =

1∫
0

G(t, s)f(s, x(s)) ds, 0 ⩽ t ⩽ 1.

Замечание 1. Согласно лемме 1 краевая задача (1.1)–(1.3) имеет положительное решение
x(t) тогда и только тогда, когда x — неподвижная точка оператора A.

Лемма 3. Оператор A : K → K вполне непрерывен.

Доказательство. Из леммы 2 непосредственно следует инвариантность конуса K относи-
тельно A. Вполне непрерывность оператора A легко устанавливается с помощью теоремы
Арцела–Асколли. Лемма доказана.

Для доказательства существования по крайней мере одного положительного решения
задачи (1.1)–(1.3) нам понадобится следующая известная теорема Красносельского [8].

Теорема 1. Пусть X — банахово пространство и P ⊂ X — конус в X. Предположим Ω1, Ω2 —
открытые подмножества в X с 0 ∈ Ω1 ⊂ Ω2 и A : P → P — вполне непрерывный оператор
такой, что
(i) ∥Au∥ ⩽ ∥u∥, ∀u ∈ P ∩ ∂Ω1 и ∥Au∥ ⩾ ∥u∥, ∀u ∈ P ∩ ∂Ω2, или
(ii) ∥Au∥ ⩾ ∥u∥, ∀u ∈ P ∩ ∂Ω1 и ∥Au∥ ⩽ ∥u∥, ∀u ∈ P ∩ ∂Ω2.

Тогда A имеет неподвижную точку в P ∩ (Ω2\Ω1).

Для удобства выкладок введем следующие обозначения

fmax
0 = lim

x→0+
max
t∈[0,1]

f(t, x)

x
, fmin

∞ = lim
x→+∞

min
t∈[0,1]

f(t, x)

x
,

fmin
0 = lim

x→0+
min
t∈[0,1]

f(t, x)

x
, fmax

∞ = lim
x→+∞

max
t∈[0,1]

f(t, x)

x
.

Теорема 2. При выполнении условий fmax
0 = 0 и fmin

∞ = ∞ краевая задача (1.1)–(1.3) имеет
по крайней мере одно положительное решение.
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Доказательство. Поскольку fmax
0 = 0, то найдется число r > 0 такое, что при t ∈ [0, 1]

f(t, x) ⩽ δx, 0 < x ⩽ r, (1.7)

где 0 < δ ⩽ 4nn(2n− 1)!.
Пусть Ωr =

{
x ∈ C[0,1] : ∥x∥ < r

}
и ∂Ωr =

{
x ∈ C[0,1] : ∥x∥ = r

}
. Для x ∈ K ∩ ∂Ωr

в силу (1.7) и леммы 2 имеем

Ax(t) =

1∫
0

G(t, s)f(s, x(s)) ds ⩽
1

(2n− 1)!

1∫
0

φ2n−1(s)f(s, x(s)) ds ⩽

⩽
δ

(2n− 1)!
∥x∥

1∫
0

φ2n−1(s) ds =
δ

(2n− 1)!n4n
∥x∥ ⩽ ∥x∥,

откуда следует, что
∥Ax∥ ⩽ ∥x∥, x ∈ K ∩ ∂Ωr.

Далее, так как fmin
∞ = ∞, то существует число H > 0 такое, что при t ∈ [0, 1]

f(t, x) ⩾ σx, x ⩾ H, (1.8)

где 82n−1(4n− 1)(2n− 1)! ⩽ σ < ∞.
Пусть R > 0 — некоторое положительное число, выбор которого определим ниже. Положим

ΩR =
{
x ∈ C[0,1] : ∥x∥ < R

}
и ∂ΩR =

{
x ∈ C[0,1] : ∥x∥ = R

}
. В частности, легко видеть, что

при t ∈ [1/3, 2/3] и x ∈ K ∩ ∂ΩR

x(t) ⩾ φ2n−1(t)∥x∥ ⩾ φ2n−1
(
1
3

)
∥x∥ =

R

32n−1
⩾ H,

где R = max

{
2r,

H

32n−1

}
. В силу (1.8), используя лемму 2, при x ∈ K ∩ ∂ΩR имеем

Ax
(
1
2

)
=

1∫
0

G
(
1
2 , s

)
f(s, x(s))(s) ds ⩾

1

(2n− 1)!
φ2n−1

(
1
2

) 1∫
0

φ2n−1(s)f(s, x(s)) ds ⩾

⩾
σ

22n−1(2n− 1)!

1∫
0

φ2n−1(s)x(s) ds ⩾
σ

22n−1(2n− 1)!
∥x∥

1∫
0

φ4n−2(s) ds ⩾

⩾
σ

82n−1(4n− 1)(2n− 1)!
∥x∥ ⩾ ∥x∥.

Отсюда окончательно получим

∥Ax∥ ⩾ ∥x∥, x ∈ K ∩ ∂ΩR.

Согласно теореме 1 оператор A имеет неподвижную точку x в K ∩ (ΩR\Ωr) такую, что
r ⩽ ∥x∥ ⩽ R, что равносильно существованию по крайней мере одного положительного
решения краевой задачи (1.1)–(1.3).

Теорема 3. Пусть fmin
0 = ∞ и fmax

∞ = 0. Тогда краевая задача (1.1)–(1.3) имеет по крайней
мере одно положительное решение.
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Доказательство. Из условия теоремы fmin
0 = ∞ вытекает существование числа r > 0 такого,

что t ∈ [0, 1]

f(t, x) ⩾ λx, 0 < x ⩽ r, (1.9)

где 82n−1(4n− 1)(2n− 1)! ⩽ λ < ∞.
Пусть Ωr =

{
x ∈ C[0,1] : ∥x∥ < r

}
. Для x ∈ K ∩ ∂Ωr, воспользовавшись (1.9) и леммой 2,

получим

Ax(t) =

1∫
0

G(t, s)f(s, x(s))(s) ds ⩾
1

(2n− 1)!
φ2n−1(t)

1∫
0

φ2n−1(s)f(s, x(s)) ds ⩾

⩾
λ

(2n− 1)!
φ2n−1(t)

1∫
0

φ2n−1(s)x(s) ds ⩾
λ

(2n− 1)!
φ2n−1(t)∥x∥

1∫
0

φ4n−2(s) ds ⩾

⩾
λ

42n−1(4n− 1)(2n− 1)!
φ2n−1(t)∥x∥.

Перейдя к максимуму в последнем неравенстве, придем к соотношению

∥Ax∥ ⩾ ∥x∥, x ∈ K ∩ ∂Ωr.

Далее, рассмотрим два случая: f ограничена и f неограничена. В первом случае существует
число L > 0 такое, что при t ∈ [0, 1]

f(t, x) ⩽ L, x ∈ [0,∞). (1.10)

Пусть ΩR =
{
x ∈ C[0,1] : ∥x∥ < R

}
, где R = max

{
2r,

L

4nn(2n− 1)!

}
. Для x ∈ K ∩ ∂ΩR

в силу (1.10) и леммы 2 получим

Ax(t) ⩽
1

(2n− 1)!

1∫
0

φ2n−1(s)f(s, x(s)) ds ⩽
L

(2n− 1)!

1∫
0

φ2n−1(s) ds ⩽
L

4nn(2n− 1)!
⩽ R = ∥x∥

и, следовательно
∥Ax∥ ⩽ ∥x∥, x ∈ K ∩ ∂ΩR.

Пусть теперь функция f неограничена. В силу условия fmax
∞ = 0 найдется положительное

число R̃ (R̃ > r) такое, что при t ∈ [0, 1]

f(t, x) ⩽ γx, x ⩾ R̃,

где 0 < γ ⩽ 4nn(2n− 1)!.
Непрерывность f влечет существование числа ξ, такого что при t ∈ [0, 1]

f(t, x) ⩽ γξ, 0 ⩽ x ⩽ R̃.

Положим ΩR =
{
x ∈ C[0,1] : ∥x∥ < R

}
, где R = max{ξ, R̃}. При x ∈ K ∩ ∂ΩR, очевидно,

f(t, x) ⩽ γR. При x ∈ K ∩ ∂ΩR, опираясь на лемму 2, имеем

Ax(t) ⩽
1

(2n− 1)!

1∫
0

φ2n−1(s)f(s, x(s)) ds ⩽
γR

(2n− 1)!

1∫
0

φ2n−1(s) ds ⩽
γR

4nn(2n− 1)!
⩽ R = ∥x∥.

Отсюда следует, что
∥Ax∥ ⩽ ∥x∥, x ∈ K ∩ ∂ΩR.

Таким образом, согласно теореме 1 оператор A имеет неподвижную точку x в K ∩ (ΩR\Ωr),
что равносильно существованию по крайней мере одного положительного решения краевой
задачи (1.1)–(1.3).
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2. Примеры

В заключении приведен примеры, иллюстрирующие выполнение полученных результатов.

Пример 1. Рассмотрим краевую задачу

x(4)(t) + etx2(t)ex(t) = 0, 0 < t < 1, (2.1)
x(0) = x′(0) = x′′(0) = 0, (2.2)
x(1) = 0. (2.3)

Здесь n = 2 и f(t, x) = etx2ex. Имеем

lim
x→0+

max
t∈[0,1]

f(t, x)

x
= lim

x→0+
max
t∈[0,1]

etx2ex

x
= 0,

lim
x→+∞

min
t∈[0,1]

f(t, x)

x
= lim

x→+∞
min
t∈[0,1]

etx2ex

x
= +∞.

Следовательно, в соответствии с теоремой 2 задача (2.1)–(2.3) имеет по меньшей мере одно
положительное решение.

Пример 2. Рассмотрим краевую задачу

x(6)(t) + (t+ 1)
√

x(t) + ln(1 + x(t)) = 0, 0 < t < 1, (2.4)

x(0) = x′(0) = x′′(0) = x′′′(0) = x(4)(0) = 0, (2.5)
x(1) = 0. (2.6)

Здесь n = 3 и f(t, x) = (t+ 1)
√
x(t) + ln(1 + x(t)). Имеем

lim
x→0+

max
t∈[0,1]

f(t, x)

x
= lim

x→0+
max
t∈[0,1]

(t+ 1)
√
x+ ln(1 + x)

x
= +∞,

lim
x→+∞

min
t∈[0,1]

f(t, x)

x
= lim

x→+∞
min
t∈[0,1]

(t+ 1)
√
x+ ln(1 + x)

x
= 0.

Согласно теореме 3 задача (2.4)–(2.6) имеет по крайней мере одно положительное решение.

Заключение

Рассматрена двухточечная краевая задача для нелинейного обыкновенного дифференциаль-
ного уравнения четного порядка. С помощью функции Грина эта задача была редуцирована
к эквивалентному нелинейному интегральному уравнению. Далее, при помощи теоремы Го–
Красносельского, было установлено существование по меньшей мере одного положительного
решения исследуемой задачи. Приведены примеры, иллюстрирующие полученные результаты.
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