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Аннотация. Исследуется задача уточнения напряженно-деформированного состояния, возникшего
в результате деформации составных упругих тел с равномерно распределенными пустыми порами.
На основе вариационного принципа Лагранжа и обобщенной микро-дилатационной модели получены
постановки задач о статическом деформировании составных пористоупругих тел (стержня и цилин-
дра) в случае неидеального контакта. Использована модель пористых тел с учетом поверхностных
(адгезионных) напряжений, связанных со следом дефектов-пор в области контакта тел. Плотность
поверхностной энергии деформации зависит от микро-дилатации и единственного дополнительного
поверхностного модуля. В ходе обезразмеривания задач введены два малых параметра – параметр
связанности и масштабный параметр, отвечающий за краевые эффекты на границе и в области
контакта. Получены точные аналитические решения поставленных задач, удовлетворяющие гранич-
ным условиям и условиям спряжения. Сначала получены формулы для нахождения распределения
функции пористости и неклассических напряжений, а затем – формулы для нахождения смещений.
Исследовано влияние параметра связанности, масштабного параметра и поверхностного модуля упру-
гости на напряженно-деформированное состояние составных пористоупругих тел. Выяснено, что
в окрестности контактной зоны происходит локальное изменение функции пористости; с увеличением
масштабного параметра наблюдается увеличение ширины переходной зоны для функции пористости;
с увеличением параметра связанности происходит увеличение смещений; при учете поверхностных
эффектов пористость достигает максимального значения в точке сопряжения, а затем быстро убывает;
неклассические напряжения в области контакта либо достигают своего пика, либо испытывают скачок
при наличии поверхностных эффектов.
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Abstract. The problem of refining the stress-strain state resulting from the deformation of composite elastic
bodies with uniformly distributed empty pores is investigated. Based on the Lagrange variational principle
and the Cowin–Nunziato micro-dilation model, the problems of static deformation of composite porous
elastic bodies (rod and cylinder) are formulated taking into account surface effects in the conjugation region.
In comparison with the classical formulation, equilibrium equations for non-classical stresses and additional
boundary conditions and conjugation conditions for non-classical stresses and the porosity function are
specified. In the course of non-dimensionalization of the problems, two small parameters are introduced:
the connectivity parameter and the scale parameter responsible for the boundary effects at the boundary
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and in the contact region. Accurate analytical solutions of the problems for composite bodies are obtained,
satisfying the corresponding boundary conditions and conjugation conditions. First, formulas are obtained
for finding the distribution of the porosity function and non-classical stresses, and then formulas for finding
displacements. The difference between the distribution of displacements found by solving the problems
in the classical and micro-dilation formulations is shown. The influence of the connectivity parameter,
the scale parameter and the surface modulus of elasticity on the stress-strain state of composite porous
elastic bodies is investigated. It is found that a local change in the porosity function occurs in the vicinity
of the contact zone; with an increase in the scale parameter, a decrease in displacements and an increase
in the width of the transition zone for the porosity functions are observed; with an increase in the connectivity
parameter, an increase in the porosity functions and displacements and a smoother distribution of the
porosity function in the contact area; when taking into account surface effects, porosity reaches a maximum
value at the conjugation point, and then quickly decreases to the values calculated within the micro-dilation
model in the absence of surface effects; non-classical stresses are proportional to the square of the scale
parameter, at small values of which they have values much smaller than the values of classical stresses,
and in the contact area they experience a jump or reach their peak in the absence of surface effects.
Keywords: porous material, composite body, rod, cylinder, micro-dilatational theory of elasticity,
displacement, connectivity parameter, scale parameter, surface effect.
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Введение

Пористоупругие элементы различной формы благодаря уникальным физико-механическим
свойствам широко применяются в различных областях науки и техники в качестве теплоизо-
ляционных и звукопоглощающих материалов, в виде имплантатов, биопротезов и т.д. Задачи
деформирования упругих тел различной формы достаточно полно изучены в рамках клас-
сической и градиентной теории упругости [1, 2]. Однако такие модели теории упругости не
учитывают влияние микроструктуры материала, обусловленное распределением пор.

В настоящее время существует ряд механических теорий пористоупругих материалов.
Первой теорией, описывающей поведение насыщенных жидкостью пористых твердых тел,
является модель Био [3]. Переменными в этой модели являются вектор смещения среды
и поровое давление. Второй теорией, описывающей поведение упругих материалов с пустотами,
свободными от жидкости, является микро-дилатационная теория, которая была предложена
в работах Нунзиато и Ковина сначала в [4] в виде нелинейной теории, а затем в [5] — в виде
линейной теории. Переменными в этой модели являются вектор смещения среды и пористость.
В этой теории деформация и пористость являются связанными полями, имеющими общую
реакцию на внешние нагрузки, прикладываемые к телу. Определяющие соотношения этой
теории в случае статического деформирования изотропных тел содержат пять механических
параметров, два из которых совпадают с модулями классической теории упругости, а три
других — дополнительные материальные константы теории пористых сред. При этом в связи
с ведением дополнительной кинематической переменной (функции пористости) и её градиента
возникают неклассические напряжения.

На основе модели Ковина–Нунзиато получены аналитические решения задач о статическом
деформировании однородных пористых тел, в том числе стержня [6], пластины [7], балки [8],
полого цилиндра [9, 10], некоторые контактные задачи [11–13] при механическом нагружении
и деформировании двухслойных структур [14] при тепловом нагружении. Для решения
статических задач пороупругости применяются и численные методы, в том числе метод
конечных элементов [15–18].
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Для адекватного моделирования деформирования составных пористоупругих тел необходи-
мо учитывать и поверхностные эффекты, которые впервые в рамках микро-дилатационной
теории рассматривались в работе [19]. Обобщенная микро-дилатационная теория с поверх-
ностными эффектами применялась для исследования чистого изгиба балки [20, 21]. В этих
работах на свободных от нагрузок поверхностях граничные условия типа Неймана заменялись
на условия типа Робина.

Ранее проведенные исследования статического деформирования пористоупругих тел ка-
сались только однородных тел или составных тел при отсутствии поверхностных эффектов.
Таким образом, в настоящий момент актуальная задача деформирования составных пори-
стых тел под действием механической нагрузки с учетом поверхностных эффектов остается
неисследованной.

В данной работе получены постановки задач о статическом деформировании составных
упругих тел (стержня цилиндра) с пустыми порами и поверхностными эффектами в области со-
пряжения. Найдены точные аналитические решения поставленных задач. Исследовано влияние
параметра связанности, масштабного параметра и поверхностного модуля на распределение
физических полей составных пористоупругих тел.

1. Определяющие соотношения микро-дилатационной теории упругости

Рассмотрим упругое тело с множеством равномерно распределенных пустых пор, занимаю-
щее объем V и ограниченное поверхностью S. В расширенной микро-дилатационной теории
объемная плотность энергии деформации Wv изотропного тела зависит не только от деформа-
ции, но и от пористости и ее градиента, а поверхностная плотность энергии деформации Ws

зависит только от микро-дилатации [14,20]

Wv (εij , ψ, ψ,i) =
1

2

(
λθ2 + 2µεijεij + 2βψθ + ξψ2 + aψ2

,i

)
, Ws =

1

2
ξsψ

2, (1.1)

где λ и µ — параметры Ламе, ξ — модуль жесткости пор, ξs — поверхностный модуль, a —
параметр диффузии пор, β — модуль связанности, ui — компоненты вектора перемещений,
εij = 1/2 (ui,j + uj,i) — компоненты тензора деформаций, θ = εii — деформация изменения
объема, ψ — функция пористости.

Модуль жесткости пор ξ имеет размерность Н/м2. Он показывает, насколько сильно пора мо-
жет сопротивляться внешним нагрузкам. Если он большой, то микроструктура очень жесткая,
поры практически не деформируются и их влиянием напряженно-деформированное состояние
можно пренебречь. Поверхностный модуль упругости ξs имеет размерность Н/м. Это ко-
эффициент пропорциональности, связывающий поверхностные (адгезионные) напряжения,
возникшие из-за дефектности границы контакта, с функцией пористости (микро-дилатацией).
Знак поверхностного модуля может быть как положительным, так и отрицательным. Но при
этом должно выполняться условие, что полная энергия деформации должна оставаться
положительной

В качестве определяющих соотношений микро-дилатационной теории упругости выступают

σij =
∂Wv

∂εij
= λθ + 2µεij + βψδij — компоненты тензора напряжения Коши; hi =

∂Wv

∂ψ,i
= aψ,i —

компоненты вектора неклассических напряжений; g = −
∂Wv

∂ψ
= −(ξψ + βθ) — неклассическая

объемная сила; gs =
∂Ws

∂ψ
= ξsψ — компоненты вектора поверхностных напряжений.

Пусть поверхность, ограничивающая тело, имеет вид S = Sσ ∪ §h ∪ Su ∪ Sψ, где Sσ, §h, Su,
Sψ — части поверхности, на которых заданы соответственно граничные условия относительно
классических и неклассических напряжений, кинематические граничные условия относительно
перемещений и микро-дилатации.
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Согласно [20] постановка задачи микро-дилатационной теории упругости для однородного
тела с учетом поверхностных напряжений имеет вид

σij,j = 0, (1.2)

hi,i + g = 0, (1.3)
σij,jnj = pi, xi ∈ Sσ, (1.4)
hini + gs = 0, xi ∈ Sh, (1.5)
ui = u0i , xi ∈ Su, (1.6)
ψi = ψ0

i , xi ∈ Sψ, (1.7)

2. Постановка задачи для составного стержня

В качестве первой задачи исследуем деформирование составного пористоупругого стержня
длиной L (x = x0 — точка сопряжения стержней), торец x = 0 которого жестко защемлен,
а другой торец x = L находится под действием нагрузки σ11 (L) = p0.

Математическую постановку задачи получим на основе вариационного принципа Лагранжа,
считая, что поверхностные эффекты возникают только в окрестности точки сопряжения.

Учитывая одномерность задачи, имеем: u = u (x), ψ = ψ (x), ε11 = u′. Знак «штрих»
обозначает производную по координате x. Обозначим индексами «1» и «2» механические
характеристики и физические поля, соответствующие первому и второму стержню. Тогда
выражение для энергии деформации составного стержня U0 и работе внешних сил A примет
вид

U0 =
1

2

L∫
0

Wv dx+ us =
1

2

x0∫
0

(
E1 (u

′
1)

2
+ 2β1ψ1u

′
1 + ξ1ψ

2
1 + a1 (ψ

′
1)

2
)
dx+

1

2
ξsψ

2
1 (x0)+

+

L∫
x0

(
E2 (u

′
2)

2
+ 2β2ψ2u

′
2 + ξ2ψ

2
2 + a2 (ψ

′
2)
)
dx, A = p0u2(L). (2.1)

Составим лагранжиан Λ = U0 −A. (2.2)
Согласно принципу Лагранжа [5,7], найдем первую вариацию лагранжиана (2.2) и приравняем
ее к нулю

δΛ =

x0∫
0

(E1u
′
1δu

′
1 + β1u

′
1δψ1 + β1φ1δu

′
1 + ξ1φ1δψ1 + a1ψ

′
1δψ

′
1) dx+ ξsψ1 (x0) δψ1 (x0)+

+

L∫
x0

(E2u
′
2δu

′
2 + β2u

′
2δψ2 + β2ψ2δu

′
2 + ξ2ψ2δψ2 + a2ψ

′
2δψ

′
2) dx− p0δu2 (L) = 0. (2.3)

Полагая в (2.3) u′iδu′i = (u′iδui)
′ − u′′i δui, ψiδu′i = (ψiδui)

′ − ψ′
iδui, ψ′

iδψ
′
i = (ψ′

iδψi)
′ − ψ′′

i δψi,
после некоторых преобразований получим

(E1u
′
1 + β1ψ1) δu1|

x0

0 −
x0∫
0

(E1u
′′
1 + β1ψ

′
1) δu1 dx+ a1ψ

′
1δψ1|

x0

0 + ξsψ1 (x0) δψ1 (x0)+

+

x0∫
0

(β1u
′
1 + ξ1ψ1 − a1ψ

′′
1 ) δψ1 dx+ a2ψ

′
2δψ2|

L
x0

+ (E2u
′
2 + β2ψ2) δu2|

L
x0

−

−
L∫

x0

(E2u
′′
2 + β1ψ

′
2) δu2 dx+

L∫
x0

(β2u
′
2 + ξ2ψ2 − a2ψ

′′
2 ) δψ2 dx− p0δu2 (L) = 0. (2.4)
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Приравнивая в подынтегральных выражениях (2.4) к нулю выражения при независимых
вариациях δu1, δu2, δψ1, δψ2 получим систему уравнений равновесия составного стержня
в терминах смещений и пористости

Eiu
′′
i + βiψ

′
i = 0, i = 1, 2, (2.5)

aiψ
′′
i − ξiψi − βiu

′
i = 0, i = 1, 2. (2.6)

Приравнивая к нулю внеинтегральные слагаемые в (2.4), с учетом обозначений для класси-
ческих напряженийσ11 = Eu′ + βψ и неклассических напряжений h = aψ′ получим набор
возможных граничных условий:

u1 (0) = 0 или σ(1)
11 (0) = 0, ψ1 (0) = 0 или h1 (0) = 0; (2.7)

u2 (L) = 0 или σ(2)
11 (L) = 0, ψ2 (L) = 0 или h2 (L) = 0 (2.8)

и условия сопряжения

u1 (x0) = u2 (x0) , σ
(1)
11 (x0) = σ

(2)
11 (x0) , ψ1 (x0) = ψ2 (x0) , h2 (x0)− h1 (x0) = ξsψ1 (x0) . (2.9)

Для обеспечения единственности решения задачи классических граничных условий u1 (0) = 0,
σ
(2)
11 (L) = 0 недостаточно. Поэтому, исходя из наборов возможных условий (2.7), (2.8), прибавив

к списку классических граничных условий условия для неклассических напряжений hi, в итоге
получим

u1 (0) = 0, h1 (0) = 0, σ2 (L) = p0, h2 (L) = 0. (2.10)

Обезразмерим задачу (2.5), (2.6), (2.9), (2.10) по формулам

z =
x

L
, z0 =

x0
L
, Ui =

ui
L
, P0 =

p0
E0

, Ωi =
σ
(i)
11

E0
, δi =

β2
i

ξiE0
, α2

i =
ai
ξiL2

,

Φi =
ξi
βi
ψi, ξ̄s =

ξs
E0L

, Hi =
hiL

ai
.

Здесь E0 — характерное значение модуля Юнга.
Постановка обезразмеренной задачи (2.5), (2.6), (2.9), (2.10) в развернутом виде примет вид

ĒiU
′′
i + δiΦ

′
i = 0, i = 1, 2, (2.11)

α2
iΦ

′′
i − Φi − U ′

i = 0, i = 1, 2, (2.12)

U1 (0) = 0, Φ′
1 (0) = 0, Ē2U

′
2 (1) + δ2Φ2 (1) = P0, Φ′

2 (1) = 0, (2.13)

U1 (z0) = U2 (z0) , Ē1U
′
1 (z0) + δ1Φ1 (z0) = Ē2U

′
2 (z0) + δ2Φ2 (z0) , Φ1 (z0) = Φ2 (z0) ,

α2
2Φ

′
2 (z0)− α2

1Φ
′
1 (z0) = ξ̄sΦ1 (z0) . (2.14)

3. Решение задачи для составного стержня

Получим точное аналитическое решение задачи (2.11)–(2.14).
Проинтегрировав уравнение (2.11), имеем

ĒiU
′
i + δiΦi = Ci, i = 1,2. (3.1)

С другой стороны, согласно граничному условию и условию сопряжения имеем

Ω2 (1) = Ē2U
′
2 (1) + δ2Φ2 (1) = P0, Ω1 (z0) = Ω2 (z0) .

Следовательно, C1 = C2 = P0 и Ω1 (z) = Ω2 (z) = P0. Итак, выражения для напряжений
составного стержня в микро-дилатационной и классической теории совпадают.
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Исходя из (3.1), выражение для производной смещения примет вид

U ′
i =

P0 − δiΦi
Ēi

, i = 1, 2. (3.2)

Подставив (3.2) в уравнения (2.12), получим дифференциальные уравнения для нахождения
функции пористости

α2
iΦ

′′
i − ciΦi =

P0

Ei
, i = 1, 2. (3.3)

где ci = 1−
δi

Ēi
.

Решением уравнений (3.3) являются функции

Φi (z) = Bie
χi

z
αi +Die

−χi
z
αi − P0

Ēi − δi
, i = 1, 2, (3.4)

где χi =
√
ci.

Константы интегрирования Bi, Di, i = 1,2, найденные из граничных условий Φ′
1 (0) = 0,

Φ′
2 (1) = 0 и условий в точке сопряжения

Φ1 (z0) = Φ2 (z0) , α2
2Φ

′
2 (z0)− α2

1Φ
′
1 (z0) = ξ̄sΦ1 (z0) ,

имеют следующий вид:

B1 = D1 =
M1

M2
P0, M1 = − ξ̄s

Ē1 − δ1
+
R1

R2

(
1

Ē1 − δ1
− 1

Ē2 − δ2

)
, M2 = −R3 − ξ̄sR4 +

R1R4

R2
,

B2 =
B1R4 − P0

(
1

Ē1−δ1
− 1

Ē2−δ2

)
R2

, D2 = B2e
2

χ2
α2 , R1 = α2χ2

(
e

χ2z0
α2 − e

χ2
α2

(2−z0)
)
,

R2 = e
χ2z0
α2 + e

χ2
α2

(2−z0), R3 = α1χ1

(
e

χ1z0
α1 − e−

χ1z0
α1

)
, R4 = e

χ1z0
α1 + e−

χ1z0
α1 .

После нахождения функций пористости по формулам (3.4) далее находят распределение
неклассических напряжений Hi = α2

iΦ
′
i, i = 1, 2.

Для нахождения распределения смещений, проинтегрировав выражения (3.2), получим

Ui (z) =
P0

Ēi

(
1 +

δi
Ēi − δi

)
z − δiαi

Ēiχi

(
Bie

χiz

αi −Die
−χiz

αi

)
+Ai, i = 1, 2. (3.5)

Из граничного условия U1 (0) = 0 и условия сопряжения U1 (z0) = U2 (z0) найдем константы
интегрирования Ai, i = 1, 2, которые имеют вид

A1 = 0,

A2 = P0z0

(
1

Ē1
− 1

Ē2
+

δ1

Ē1

(
Ē1 − δ1

) − δ2

Ē2

(
Ē2 − δ2

))− δ1α1

Ē1χ1

(
B1e

χ1z0
α1 −D1e

−χ1z0
α1

)
+

+
δ2α2

Ē2χ2

(
B2e

χ2z0
α2 −D2e

−χ2z0
α2

)
.

Решение задачи о деформировании составного упругого стержня в классической постановке
получим, полагая ξ̄s = 0, αi = 0, δ(i) = 0 в формулах (3.5) и константах Bi, Di, Ai, i = 1, 2.
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4. Постановка и решение задачи для составного цилиндра

В качестве второй задачи исследуем деформирование толстостенного полого двухслойного
бесконечно длинного цилиндра (r = r0 — поверхность сопряжения слоев), внутренняя поверх-
ность r = r1 которого свободна от напряжений, а к внешней поверхности r = r2 приложена
нормальная механическая нагрузка σrr (r2) = p.

Математическую постановку задачи для составного пористого цилиндра получим, применяя
вариационный принцип Лагранжа в полярной системе координат (r, φ) с учетом того, что
ur = u (r), uφ = uz = 0, ψ = ψ (r), εrr = du/dr, εφφ = u/r. Выполняя действия, аналогичные
первой задачи, получим в качестве уравнений равновесия:

dσ
(i)
rr

dr
+
σ
(i)
rr − σ

(i)
φφ

r
= 0, i = 1, 2, (4.1)

d

dr

(
h(i)r

)
+
h
(i)
r

r
+ g(i) = 0, i = 1, 2. (4.2)

Подставляя в уравнения (4.1), (4.2) выражения для радиальных напряжений

σ(i)
rr =

(
λ(i) + 2µ(i)

) du(i)

dr
+ λ(i)

u(i)

r
+ β(i)ψ(i),

окружных напряжений

σ(i)
φφ = λ(i)

du(i)

dr
+
(
λ(i) + 2µ(i)

) u(i)
r

+ β(i)ψ(i),

неклассических радиальных напряжений

h(i)r = a(i)
dψ(i)

dr
,

неклассической объемной силы

g(i) = −ξ(i)ψ(i) − β(i)

(
u(i)

r
+

du(i)

dr

)
,

после некоторых преобразований получим

d

dr

(
du(i)

dr
+
u

r

(i)
)
+

β(i)

λ(i) + 2µ(i)

du(i)

dr
= 0, i = 1, 2, (4.3)

a(i)

(
d
2
ψ(i)

dr2
+

1

r

dψ(i)

dr

)
− ξ(i)ψ(i) − β(i)

(
du(i)

dr
+
u(i)

r

)
= 0, i = 1, 2. (4.4)

Для обеспечения единственности решения задачи, к классическим граничным условиям
прибавив условия для неклассических напряжений, будем иметь

σ(1)
rr (r1) = 0, h(1)r (r1) = 0, σ(2)

rr (r2) = p, h(2)r (r2) = 0. (4.5)

Условия сопряжения имеют вид

u(1) (r0) = u(2) (r0) , σ(1)
rr (r0) = σ(2)

rr (r0) , ψ(1) (r0) = ψ(2) (r0) ,

h(2)r (r0)− h(1)r (r0) = ξsψ
(1) (r0) . (4.6)
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Выполним обезразмеривание задачи (4.3)–(4.6) по формулам, аналогичным задаче для стержня,
принимая за характерный размер — r2, за характерный упругий модуль — µ0 и обозначая

η =
r

r2
, η1 =

r1
r2
, η0 =

r0
r2
, s̄(i) =

λ(i) + 2µ(i)

µ0
, λ̄(i) =

λ(i)

µ0
, Ω(i)

rr =
σ
(i)
rr

µ0
, Ω(i)

φφ =
σ
(i)
φφ

µ0
.

Постановка обезразмеренной задачи (4.3)–(4.6) примет следующий вид:

d

dη

(
dU (i)

dη
+
U (i)

η
+
δ(i)

s̄(i)
Φ(i)

)
= 0, i = 1, 2, (4.7)

(
α(i)

)2(d
2
Φ(i)

dη2
+

1

η

dΦ(i)

dη

)
− Φ(i) −

(
dU (i)

dη
+
U (i)

η

)
= 0, i = 1, 2, (4.8)

Ω(1)
rr (η1) = 0, H(1)

r (η1) = 0, Ω(2)
rr (1) = P, H(2)

r (1) = 0, (4.9)

U (1) (η0) = U (2) (η0) , Φ(1) (η0) = Φ(2) (η0) , Ω(1)
rr (η0) = Ω(2)

rr (η0) ,

H(2)
r (η0)−H(1)

r (η0)α = ξ̄sΦ1 (η0) .
(4.10)

Здесь

Ω(i)
rr = s̄(i)

dU (i)

dη
+ λ̄(i)

U (i)

η
+ δ(i)Φ(i), H(i)

r =
(
α(i)

)2 dΦ(i)

dη
, i = 1, 2.

Получим аналитическое решение задачи (4.7)–(4.10). Проинтегрировав уравнения (4.7),
получим

dU (i)

dη
+
U (i)

η
= Gi −

δ(i)

s̄(i)
Φ(i), i = 1, 2. (4.11)

Подставив (4.11) в (4.8), получим дифференциальное уравнение второго порядка с переменны-
ми коэффициентами для нахождения функции пористости(

α(i)
)2 d

2
Φ(i)

dη2
+

(
α(i)

)2
η

dΦ(i)

dη
− p(i)Φ(i) = Gi, i = 1, 2, (4.12)

где

p(i) = 1− δ(i)

s̄(i)
.

Обозначим через Ij (η), Kj (η), j = 0, 1, 2, . . . — модифицированные функции Бесселя j-го
порядка первого и второго рода соответственно. Тогда решения уравнений (4.12) можно
представить в виде

Φ(i) = XiI0

(
γ(i)

η

α(i)

)
+ YiK0

(
γ(i)

η

α(i)

)
− Gi(

γ(i)
)2 , i = 1,2, (4.13)

где γ(i) =
√
p(i).

Исходя из (4.13), безразмерная радиальная компонента вектора неклассических напряжений
i-го слоя цилиндра примет вид

H(i)
r = α(i)γ(i)

(
XiI1

(
γ(i)

α(i)
η

)
− YiK1

(
γ(i)

α(i)
η

))
, i = 1, 2. (4.14)

Для нахождения распределения смещений, проинтегрировав (4.11) с учетом выражений (4.13),
получим

U (i) = Gi

(
1 +

δ(i)

s̄(i)
(
γ(i)
)2
)
η

2
+
Fi
η

+
δ(i)α(i)

s̄(i)γ(i)

(
YiK1

(
γ(i)

η

α(i)

)
−XiI1

(
γ(i)

η

α(i)

))
,

i = 1, 2.

(4.15)
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Рис. 1. Распределение вдоль координаты η смещения U

Fig. 1. Distribution along the coordinate η displacement U

Константы интегрирования Gi, Xi, Yi, Fi, i = 1, 2 определяются из граничных условий (4.9)
и условий сопряжения (4.10). Они имеют громоздкий вид и здесь не приводятся.

После нахождения функций пористости Φ(i) и смещений U (i) далее находим распределения
напряжений — радиального Ω

(i)
rr , окружного Ω

(i)
φφ и неклассического H(i)

r .
Решение задачи о деформировании двухслойного цилиндра в классической постановке

получим, полагая ξ̄s = 0, α(i) = 0, δ(i) = 0 в формулах (4.15) и константах Gi, Xi, Yi, Fi,
i = 1, 2.

5. Результаты расчетов

Рассмотрим результаты вычисления напряженно-деформированного состояния составных
пористоупругих тел — стержня и цилиндра.

Проведен сравнительный анализ распределения напряжений и смещений на основе моделей
классической теории упругости и микро-дилатационной теории. Выяснено, что на распреде-
ление радиальных и окружных напряжений цилиндра не влияют значения неклассических
параметров, однако их влияние на распределение смещений значительно.

На рис. 1 показано радиальное распределение смещений двухслойного цилиндра, вычис-
ленное по формулам (4.15) при s̄1 = 1, s̄2 = 0,5, λ̄1 = λ̄2 = 1, η1 = 0,6, η0 = 0,8, P = 1. При
этом сплошной линией изображено смещение, вычисленное при α(1) = α(2) = 0, δ(1) = δ(2) = 0,
пунктиром — при α(1) = α(2) = 0,05, δ(1) = δ(2) = 0,1, ξ̄s = 0,5.

Исследуем по отдельности влияние безразмерных неклассических параметров на распреде-
ление функций пористости, смещений и неклассических напряжений.

Рассмотрим влияние параметра связанности δ на распределение физических полей состав-
ного стержня вдоль координаты z.

На рис. 2 представлены: а) функция пористости; б) смещение составного стержня при
Ē1 = 0,5, Ē2 = 1, z0 = 0,5, P0 = 1, α1 = α2 = 0,04, ξ̄s = 0 (сплошная линия — вычисленные
функции при δ1 = δ2 = 0,03; точки — при δ1 = δ2 = 0,15).

Из рис. 2 следует, что с ростом параметра связанности увеличиваются смещения и разность
между функциями пористости первого и второго стержня.

Исследуем влияние масштабного параметра α на распределение физических полей слоистого
цилиндра вдоль координаты η.

На рис. 3 изображены: а) функция пористости; б) неклассическое напряжение слоисто-
го цилиндра при δ1 = δ2 = 0,03, ξ̄s = 0 (сплошная линия — вычисленные функции при
α1 = α2 = 0,02; точки — при α1 = α2 = 0,1).
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а) б)

Рис. 2. Распределение вдоль координаты z: а) функции пористости Φ; б) смещения U

Fig. 2. Distribution along the coordinate z: а) porosity function Φ and б) displacement U

а) б)

Рис. 3. Распределение вдоль координаты η: а) функции пористости;
б) неклассического напряжения Hr

Fig. 3. Distribution along the coordinate η: а) porosity function Φ and б) nonclassical stress Hr

Из рис. 3 следует, что в окрестности контактной зоны происходит локальное изменение
функции пористости, причем ширина переходной зоны пропорциональна масштабному пара-
метру α; при отсутствии поверхностных эффектов неклассические напряжения всюду равны
нулю, а в окрестности сопряжения достигают максимального значения.

Изучим влияние поверхностного модуля упругости ξ̄s на распределение физических полей
составного стержня вдоль координаты z.

На рис. 4 изображены: а) функция пористости; б) неклассическое напряжение составного
стержня при δ1 = δ2 = 0,03, α1 = α2 = 0,02 (сплошная линия — вычисленные функции при
ξ̄s = 0; штоихпунктир — при ξ̄s = 1).

Из рис. 4 следует, что при наличии поверхностных эффектов пористость достигает макси-
мального значения в точке сопряжения, а затем быстро убывает до значений, вычисленных
при отсутствии поверхностных эффектов; неклассические напряжения всюду равны нулю,
а в окрестности сопряжения испытывают скачок.

Заключение

На основе вариационного принципа Лагранжа получены уравнения равновесия, граничные
условия и условия сопряжения для задач деформировании составных пористоупругих тел
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а) б)

Рис. 4. Распределение вдоль координаты z: а) функции пористости; б) неклассического напряжения

Fig. 4. Distribution along the coordinate z: а) porosity function Φ and б) nonclassical stress H

(стержня и цилиндра) в рамках обобщенной микро-дилатационной теории упругости с поверх-
ностными эффектами. В результате обезразмеривания поставленных задач введены два малых
параметра — параметр связанности и масштабный параметр. Получены точные аналитические
решения поставленных задач. Расчеты напряжённо-деформированного состояния составного
пористого стержня по моделям классической теории упругости (без пор), микро-дилатационной
теории упругости при наличии и отсутствии поверхностных эффектов дают качественные
различия. Выяснено, что в окрестности контактной зоны происходит локальное изменение
функции пористости, причем ширина переходной зоны значений пропорциональна масштаб-
ному параметру; с увеличением параметра связанности происходит увеличение смещений
и разности между функциями пористости составных тел; при учете поверхностных напря-
жений пористость стержня достигает максимального значения в точке сопряжения, а затем
быстро убывает; радиальные и окружные напряжения принимают одинаковое значение, как
в рамках классической, так и в микро-дилатационной теории; неклассические напряжения
близки к нулю, однако, в области контакта либо принимают экстремальное значение либо
испытывают скачок при наличии поверхностных эффектов.
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