
МЕХАНИКА Экологический вестник научных центров Черноморского экономического сотрудничества. 2025. Т. 22, № 2. С. 72–79.

УДК 539.3 EDN: LNCTNJ DOI: 10.31429/vestnik-22-2-72-79

Определение термоупругого состояния поверхности трубы
цилиндрической формы для случая лучистого теплового
потока с одной внешней стороны и конвективном
теплообмене с внутренней
А.И. Канарейкин �

Российский государственный геологоразведочный университет им. Серго Орджоникидзе (МГРИ),
ул. Миклухо-Маклая, 23, Москва, 117997, Россия

�Канарейкин Александр Иванович; ORCID 0000-0001-9108-7495; SPIN 1939-9504; e-mail: kanareykins@mail.ru

Аннотация. Работа посвящена вопросам термоупругости трубы цилиндрической формы при неравно-
мерном её нагревании. В ней рассматривается вопрос о распределении температурного поля трубы
цилиндрической формы для случая лучистого теплового потока с одной внешней стороны и при
граничном условии третьего рода с внутренней стороны. При этом рассматриваемая задача является
стационарной. Для её решения в работе рассматривается решение уравнения Пуассона и уравнения
Эйлера. Основным методом является метод Фурье. Полученное выражение температурного поля
трубы имеет аналитический вид, содержащий ряд Фурье. На основании полученной зависимости
установлено, что температурное поле меняется по закону косинуса двойного аргумента. Что позво-
лило определить возникающие напряжения в стенке цилиндра. Полученный результат может быть
использован в инженерных расчётах теплообменных аппаратов.
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Abstract. The work is devoted to the issues of thermoelasticity of a cylindrical tube during uneven heating.
It deals with the distribution of the temperature field of a cylindrical tube for the case of a radiant heat
flow from one outside and under a boundary condition of the third kind from the inside. At the same time,
the problem under consideration is stationary. To solve it, the paper considers the solution of the Poisson
equation and the Euler equation. The main method is the Fourier method. The resulting expression of the
temperature field of the pipe has an analytical form containing a Fourier series. Based on the obtained
dependence, it is established that the temperature field varies according to the law of cosine of the double
argument. This made it possible to determine the stresses that occur in the cylinder wall. The result
obtained can be used in engineering calculations of heat exchangers.
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Введение

Цилиндрические оболочки являются одним из наиболее широко используемых конструк-
тивных элементов, встречающихся в теплотехнике, механике и ядерной энергетике [1–8].

Цилиндрические оболочечные конструкции часто подвергаются сжимающим напряжениям
в направлении оси цилиндра, которые могут быть как равномерными, так и изменяющимися
по всей площади. Потеря устойчивости часто является основным фактором, учитываемым
при проектировании цилиндрических оболочек [9, 10].

Актуальность данной статьи заключается в том, что процесс теплообмена в трубе цилин-
дрической формы при заданных граничных условиях часто встречается в некоторых видах
теплообменниках, а также полученный результат может быть применён для определения
температурных напряжений в элементах теплообменников, появление которых обусловлено
неоднородностью температурной деформации [11,12].

Целью данной работы является исследование теплообмена трубы цилиндрической формы
для случая лучистого теплового потока с одной внешней стороны и конвективного теплообме-
на с внутренней стороны. Задачами исследования был анализ методов решения уравнения
Пуассона и уравнения Эйлера [13–15].

Научная новизна исследования заключается в том, что в работе были рассмотрены одно-
временно конвекция и тепловое излучение.

1. Постановка задачи

Пусть на трубу цилиндрической формы с одной стороны падает лучистый тепловой поток
плотностью Q (рис. 1), а внутри трубы происходит конвективный теплообмен. Необходимо
определить поле температур трубы и напряженного состояния, вызванного неоднородностью
теплового поля.

Как видно из рис. 1, облучаемая сторона поверхности трубы будет воспринимать тепловой
поток по углу неравномерно. Данный факт можно аппроксимировать следующей формулой

Q = q cosφ. (1.1)

Рис. 1. Труба с заданными граничными условиями

Fig. 1. Pipe with given boundary conditions
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Задачу теплообмена проще решать в полярной системе координат. Решение этой задачи
сводится к решению уравнения [16]
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+
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r
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∂r
+
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r2
∂2T

∂φ2
= 0, (1.2)
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∣∣∣∣φ=0
φ=π

= 0, (1.3)

λ
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= α(T − T0), (1.4)

λ
∂T

∂r

∣∣∣∣r=r2
−π/2⩽φ⩽π/2

= q cosφ, (1.5)

где α — коэффициент теплоотдачи, λ — коэффициент теплопроводности трубы, T0 — темпера-
тура окружающей среды, α — коэффициент теплоотдачи.

2. Построение решения задачи

Согласно методу Фурье, будем искать решение основного уравнения (1.2) в следующем
виде

T (r, φ) = R(r)Φ(φ) + ρ(r). (2.1)

Рассмотрим первое слагаемое. Оно содержит произведение двух функций от независимых пере-
менных, каждая из которых удовлетворяет условию цикличности. Как следует из теории [17],
множество функций Φ(φ), которое является решением обыкновенного дифференциального
уравнения

Φ′′ − n2Φ = 0,

имеет вид
Φn(φ) = An cosnφ+Bn sinnφ,

а для второй функции R(r) решением является частным решением уравнения Эйлера

r2R′′ + rR′ − n2R = 0 (2.2)

Его частное решение ищется в виде
R(r) = rn.

Обе функции отвечают условию цикличности. Поэтому частное решение уравнения Эйлера
имеет вид дискретности

Rn(r) = Cnr
n +Dnr

−n.

Второе слагаемое из выражения (2.1) будем искать в виде логарифмической функции

ρ(r) = E ln r + F.

Но вначале докажем, что функция (2.2) является решением уравнения (1.2). Для этого найдём
частные производные и подставим в исходное (1.2)

∂T

∂r
=

E

r
,

∂2T

∂r2
= −E

r2
,

∂2T

∂φ2
= 0,
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r2
+

E

r2
= 0.

Как видим, условие выполняется. В итоге получаем искомое решение в виде дискретной
совокупности нескольких функций

T (r, φ) =

∞∑
n=0

(An cosnφ+Bn sinnφ)
(
Cnr

n +Dnr
−n

)
+ E ln r + F.

Из граничного условия (1.3) следует, что коэффициенты Bn =0, тогда

T (r, φ) =

∞∑
n=0

An cosnφ
(
Cnr

n +Dnr
−n

)
+ E ln r + F (2.3)

или

T (r, φ) =

∞∑
n=0

(
Mnr

n +Nnr
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)
cosnφ+ E ln r + F. (2.4)

Воспользуемся граничным условием (1.5)
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Для этого разложим тригонометрическую функцию f(x) = cosφ в ряд Фурье на интервале
−π/2 от до π/2 по формуле
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a0
2

+

∞∑
n=1
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Так как функция f(φ) является четной, bn = 0, тогда
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Определим коэффициенты ряда (2.4) по формуле
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Окончательно получаем
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. (2.6)
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Подставим полученное разложение (2.6) в выражение (2.5)

λ
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∞∑
n=0

(
nMnr

n−1
2 − nNnr

−n−1
2

)
cosnφ+

λ

q

E

r2
=

2

π
−

∞∑
n=1

(
4

π

(−1)n

4n2 − 1
cos 2nφ

)
.

Сравнивая обе части уравнения, найдём константу E, а также связь между коэффициентами
ряда Фурье

E =
2qr2
πλ

, (2.7)

λ

q

(
2nM2nr

2n−2
2 − 2nN2nr

−2n−2
2

)
= − 4
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. (2.8)

С учётом (2.7) искомое температурное поле (2.3) примет вид

T (r, φ) =

∞∑
n=1

(
M2nr

2n +N2nr
−2n

)
cos 2nφ+

2qr2
πλ

ln r + F.

Оставшееся константы найдём из граничного условия (1.5)
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Откуда
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Тогда температурное поле (1.4) примет вид

T (r, φ) = T0 +
2q

απ

r2
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+
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πλ

ln

(
r

r1

)
+
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n=1
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)
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Теперь определим коэффициенты M2n и N2n. Из выражения (2.9) коэффициент N2n равен

N2n = M2nr
4n
1

2nλ− αr21
2nλ+ αr21

, (2.11)

а из выражения (2.10) коэффициент M2n равен

M2n = N2nr
−4n
2 − 2q

πλnr2n−2
2

(−1)n

4n2 − 1
. (2.12)

Решая систему алгебраических уравнений (2.11) и (2.12), температурное поле (2.3) получим в
виде

T (r, φ) = T0 +
2q

π

{
1
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ln
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, (2.13)

76 Экологический вестник научных центров Черноморского экономического сотрудничества. 2025. Т. 22, № 2. С. 72–79.



Kanareykin A. I. Determination of the thermoelastic state of the cylindrical tube surface for the case of radiant heat. . .

где

M2n =
1

λnr2n−2
2

(−1)n

4n2 − 1

1

2nλ−αr21
2nλ+αr21

(
r1
r2

)4n

− 1
.

Теперь рассмотрим вопрос определения результирующих напряжений и моментов в стенке.
Определение термонапряжений в трубе сводится к решению плоской задачи термоупругости.
Распределение приложенной нагрузки и момента найдём по формулам

p = αTEχ

∫
L

∂T

∂n
dl,

M = αТEχ

∫
L

(
x
∂T

∂n
+ y

∂T

∂S

)
dl,

где αT — коэффициент линейного расширения, E — модуль Юнга, χ — коэффициент размер-
ности, dl = r dφ.

Из полученного выражения (2.13) найдём частные производные
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]
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}
.

Тогда подставив всё в (2.8) с применением методов дифференцирования и интегрирования
получим

p =
4qαTEχ

λ
, (2.14)
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sin 2nφ

}
sinφ

}
dφ = 0.

3. Анализ полученного решения

Как следует из полученного выражения (2.14) давление определяется неравномерностью
нагрева поверхности излучением и не обусловлено конвективным теплообменом. В случае
отсутствия лучистого теплообмена (q = 0) давление будет равно нулю.

Выводы

1. В приведённой работе на основе метода Фурье и с применением дифференцирования
было получено аналитическое выражение распределения температурного поля трубы цилин-
дрической формы для случая лучистого теплового потока с одной внешней стороны и при
конвективном теплообмене с внутренней. Что позволило определить возникающие напряжения
в стенке цилиндра.

2. Варьируя геометрической формой поперечного сечения можно снизить уровень возника-
ющих термонапряжений.

3. Полученный результат может быть применён для расчёта температурных напряжений в
элементах теплообменников.
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