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Аннотация. В работе для модели переноса пассивной примеси рассматривается построение сопря-
женных постановок согласованных с основной задачей. Такое согласование можно рассматривать
с позиции дифференциальной постановки, а также с точки зрения дискретизации задачи при ее
численной реализации. В данной работе рассматриваются различные аспекты такого согласования
для модели переноса в Азовском море и аналогичной модели для Черного моря. Такие постановки
успешно применялись при реализации вариационных алгоритмов ассимиляции данных измерений и
идентификации параметров модели переноса пассивной примеси. Рассматриваются аспекты построе-
ния согласованных постановок в разностном виде. Результаты могут быть использованы для решения
различных задач экологической направленности при изучении воздействия источников загрязнения
антропогенного характера в акваториях Азовского и Черного морей.
Ключевые слова: модель переноса, пассивная примесь, идентификация, сопряженная задача, миними-
зация, Азовское море.
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Abstract. When implementing numerical algorithms for identifying the power of pollution sources in the
passive impurity transfer model based on measurement data, the question naturally arises of constructing
conjugate statements consistent with the main task. Such a matching can be considered from the perspective
of a differential formulation, as well as from the point of view of discretization of the problem in its numerical
implementation. This paper discusses various aspects of such alignment for the model of transport in
the Sea of Azov and a similar model for the Black Sea. Ocean dynamics models are nonlinear in nature.
When solving the problem of assimilation of measurement data in hydrodynamic models, linearization is
most often performed over a certain time interval (assimilation interval). In this paper, a model of passive
impurity transfer is considered, i.e., it does not affect the dynamic processes in the liquid itself. Such models
are often used in solving environmental problems. The impurity transfer model is linear. The quadratic
prediction quality functional is convex, i.e. it has one extremum. Using a linear model as links to minimize
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such a functional does not change its convexity, which leads to reliable operation of the procedure for
searching for the extremum of the functional. Such a search is performed using an appropriate iterative
process. The equations of the transfer model used may have different forms depending on the problem
being solved and the region of its application. For example, a σ-coordinate model is used to solve a problem
in the waters of the Sea of Azov. The results of the work can be useful in solving various environmental
problems in the process of studying the effects of anthropogenic pollution sources in the waters of the Azov
and Black Seas.
Keywords: the model of transport of passive admixture, identification of the adjoint task, minimization,
Azov sea.
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Введение

При реализации вариационных алгоритмов ассимиляции данных измерений встает задача
построения сопряженных постановок, согласованных с основной задачей. Такое согласование
можно рассматривать с позиции дифференциальной постановки, а также с точки зрения дис-
кретизации задачи при ее численной реализации. В данной работе рассматриваются различные
аспекты при построении алгоритмов ассимиляции данных измерений. Достаточно полный
обзор по методам ассимиляции представлен в работе [1]. Модели динамики океана носят
нелинейный характер. При решении задачи усвоения данных измерений в гидродинамических
моделях чаще всего производят линеаризацию на некотором интервале времени (интервал
ассимиляции). В данной работе рассматривается модель переноса пассивной примеси, т. е. не
влияющей на динамические процессы в самой жидкости. Такие модели часто используются
при решении задач экологической направленности [2]. Модель переноса примеси является
линейной. Квадратичный функционал качества прогноза выпуклый, т. е. имеет один экстремум.
Использование линейной модели в качестве связей про минимизации такого функционала
не меняет его выпуклости, что приводит к надежной работе процедуры поиска экстремума
функционала. Такой поиск осуществляется при помощи соответствующего итерационного
процесса. Используемые уравнения модели переноса могут иметь различный вид в зависимости
от решаемой задачи и региона ее применения. Например, для решения задачи в акватории
Азовского моря используется модель в σ-координатах [3]. В каждом случае построение сопря-
женных задач имеет свои особенности, поэтому рассмотрим вид сопряженных задач в каждом
конкретном случае.

1. Модель переноса в σ-координатах

Рассмотрим модель [3, 4] переноса–диффузии пассивной примеси в σ-координатах
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и начальными данными
C (x, y, σ,0) = C0 (x, y, σ) , (1.3)

где t ∈ [0, T ] — время; D — динамическая глубина; x, y — горизонтальные координаты; σ —
безразмерная вертикальная координата, изменяющаяся в пределах от −1 (на дне) до 0 (на
поверхности моря); U , V , W — компоненты поля скорости; C — концентрация примеси; AH и
K — коэффициенты горизонтальной и вертикальной турбулентной диффузии; n — нормаль
к боковой границе, ∂M — граница области интегрирования модели M ; Mt = M × [0, T ].

2. Вариационный алгоритм ассимиляции данных измерений в σ-координатах

Рассмотрим вариационный алгоритм [5–8] ассимиляции, при котором усвоение происходит
за счет минимизации следующего выпуклого квадратичного функционала качества прогноза:

I0 =
1

2
(P (RC − Cизм) , P (RC − Cизм))Mt

, (2.1)

где P — оператор восполнения нулями поля невязок прогноза при отсутствии данных изме-
рений, R — оператор проектирования в точки наблюдений. Функционал (2.1) при линейных
ограничениях (1.1)–(1.3) запишем следующим образом:
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где скалярное произведение определяется стандартным способом в L2. Проинтегрируем со-
ответствующее (2.2) выражение для вариации функционала по частям с учетом аналога
уравнения неразрывности и краевых условий. В (2.2) σ0

t = σ0 × [0, T ] , σ−1
t = σ−1 × [0, T ], σ0 —

поверхность моря, а σ−1 — дно.
Аналог уравнения неразрывности в σ-координатах имеет вид
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Выберем в качестве множителей Лагранжа решение следующей сопряженной задачи:
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t = T : C∗ = P (Cизм −RC) .

При идентификации, например, начального поля имеем:

∇C0I = C∗ (x, y, σ,0) . (2.5)

Значения начального поля концентрации определяются в процессе итераций:

C0n+1
= C0n + τ∇C0

I, (2.6)

где τ — итерационный параметр, который находится с учетом решения задачи в вариаци-
ях. Следует заметить, что проведенные тестовые расчеты показали хорошую сходимость
итерационного процесса.

82 Экологический вестник научных центров Черноморского экономического сотрудничества. 2025. Т. 22, № 2. С. 80–88.



Kochergin V. S., Kochergin S.V. Construction of a consistent differential formulation of the adjoint problem. . .

3. Модель переноса пассивной примеси для акватории Черного моря

В данном случае уравнение модели транспорта примеси имеет следующий вид [9,10]:

∂C
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+
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, (3.1)

где C — концентрация примеси; AH — коэффициент горизонтальной турбулентной диффузии;
AV — коэффициент вертикальной турбулентной диффузии.

На поверхности (z = 0) задается отсутствие потока:

AV
∂C

∂z
= 0. (3.2)

На твердых границах, дне и в области устьев рек ставятся условия отсутствия потока ве-
щества. В области Босфора и Керченского пролива реализуется условие Дирихле первого
рода (в данном расчете нулевое). В начальный момент времени задается поле концентрации
C0(x, y, z). Задача решается в области MT = M × [0, T ].

4. Сопряженная задача

Уравнению (3.1) с краевыми условиями (3.2) и начальными данными, поставим в xсоответ-
ствующую сопряженную задачу:
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(4.2)

В области устьев рек и проливов задается C∗ = 0.

5. Построение согласованных разностных дискретизаций

Рассмотрим следующее уравнение переноса пассивной примеси:
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с краевыми условиями
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и начальными данными
t = 0 : C (x, y, z) = C0 (x, y, z) .

Уравнению (5.1) поставим в соответствие формально-сопряженное
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которое в силу уравнения неразрывности можно переписать в следующем виде:
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с краевыми условиями

∂M :
∂C∗

∂n
= 0

и начальными данными
t = T : C∗ (x, y, z) = Q (x, y, z) .

При интегрировании сопряженных задач в качестве Q (x, y, z) могут задаваться либо функции
специального вида при построении функций влияния, либо невязки прогноза, характеризующие
отклонение решения от данных измерений при использовании вариационных алгоритмов
ассимиляции данных измерений. Помножим (5.1) на C∗ и проинтегрируем с учетом краевых
условий и начальных данных. Полученное интегральное тождество имеет следующий вид:[
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где скалярное произведение определяется стандартным способом. Дискретный аналог ин-
тегрального тождества получается из (5.4) при использовании разностных дискретизаций
и замене интегрирования по пространству на суммирование по дискретным индексам в рассмат-
риваемой области. Аппроксимация сопряженной задачи получается из разностного аналога
интегрального тождества суммированием по частям с учетом краевых условий и разностного
аналога уравнения неразрывности. При численной реализации модели переноса – диффузии
(5.1) дискретизация диффузионных членов стандартна. Из разностного аналога интегрально-
го тождества получим дискретизацию аналогичных членов сопряженной задачи. Основные
особенности необходимо учитывать при разностной аппроксимации адвективных членов.

Для решения уравнения (5.1) запишем монотонную консервативную схему [2]
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где

Rx
i+1/2 = −

Ui+1/2∆x

2AH
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i−1/2 = −
Ui−1/2∆x

2AH
, Ry
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2AH
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2AV
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Wm−1/2∆z

2AV
.

В (5.5) для простоты записи некоторые индексы опущены. Для численной реализации модели
использовать явную схему при условии выполнения условия Куранта для устойчивости
расчетов. При соответствующем выборе множителя µ (R) из (5.5) можно получать различные
аппроксимации для уравнения переноса. Так при:

– µ (R) = 0 имеем схему с центральной разностью [11];
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– µ (R) = sign (R) — схему с направленной разностью [11];

– µ (R) =
|R|

1 + |R|
sign (R) — схему Самарского А.А. [12];

– µ (R) =
|R|

1 + |R|+ |R|2
·R — схему Булеева Н.И., Тимухина Г.И. [13];

– µ (R) =
1 + 2 |R|

3 + 3 |R|+ 2 |R|2
·R — схему Булеева Н.И. [14] ;

– µ (R) = cth (R)−
1

R
— схему Ильина А.М. [15,16].

Из разностного аналога интегрального тождества, основанного на схеме (5.5), можно
получить согласованную схему для сопряженной задачи

− C∗n+1 − C∗n

∆t
−

− 1

∆x

(
AH

(
1 +Rx

i+1/2µi+1/2 −Rx
i+1/2

)
C∗

i+1 −
(
1 +Rx

i+1/2µi+1/2 +Rx
i+1/2

)
C∗

i

∆x
−

−AH

(
1 +Rx

i−1/2Ri−1/2µi−1/2 −Rx
i−1/2

)
C∗

i −
(
1 +Rx

i−1/2µi−1/2 +Rx
i−1/2

)
C∗

i−1

∆x

)
−

− 1

∆y

(
AH

(
1 +Ry

j+1/2µi+1/2 −Ry
j+1/2

)
C∗

j+1 −
(
1 +Ry

j+1/2µi+1/2 +Ry
j+1/2

)
C∗

j

∆y
−

−AH

(
1 +Ry

j−1/2µj−1/2 −Ry
j−1/2

)
C∗

j −
(
1 +Ry

j−1/2µj−1/2 +Ry
j−1/2

)
C∗

j−1

∆y

)
−

− 1

∆z

(
AV

(
1 +Rz

m+1/2µm+1/2 −Rz
m+1/2

)
C∗

m+1 −
(
1 +Rz

m+1/2µm+1/2 +Rz
m+1/2

)
C∗

m

∆z
−

)

− 1

∆z

(
AV

(
1 +Rz

m−1/2µm−1/2 −Rz
m−1/2

)
C∗

m −
(
1 +Rz

m−1/2µm−1/2 +Rz
m−1/2

)
C∗

m−1

∆z
= 0

)
.

(5.6)

Рассмотрим (5.5) при µ = 0:

Cn+1 − Cn

∆t
= AH

Ci+1 − 2Ci + Ci−1

∆x2
−

Ui+1/2Ci+1 − Ui+1/2Ci + Ui−1/2Ci − Ui−1/2Ci−1

2∆x
+

+AH
Cj+1 − 2Cj + Cj−1

∆y2
−

Vj+1/2Cj+1 − Vj+1/2Cj + Vj−1/2Cj − Vj−1/2Cj−1

2∆z
+

+AV
Cm+1 − 2Cm + Cm−1

∆z2
−

Wm+1/2Cm+1 −Wm+1/2Cm +Wm−1/2Cm −Wm−1/2Cm−1

2∆z
. (5.7)

Из (5.7) видно, что адвективный член аппроксимируется аналогом центрально-разностной
аппроксимации со вторым порядком аппроксимации. Аналогично из (5.5) при выборе µ = sgnR
и U, V,W < 0 имеем:

Cn+1 − Cn

∆t
= AH

Ci+1 − 2Ci + Ci−1

∆x2
− Ui+1/2

Ci+1 − Ci

∆x
+

+AH

Cj+1 − 2Cj + Cj−1

∆y2
− Vj+1/2

Cj+1 − Cj

∆y
+

+AV
Cm+1 − 2Cm + Cm−1

∆z2
−Wm+1/2

Cm+1 − Cm

∆z
. (5.8)
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А при U, V,W > 0, получаем

Cn+1 − Cn

∆t
= AH

Ci+1 − 2Ci + Ci−1

∆x2
− Ui−1/2

Ci − Ci−1

∆x
+

+AH

Cj+1 − 2Cj + Cj−1

∆y2
− Vj−1/2

Cj − Cj−1

∆y
+

+AV
Cm+1 − 2Cm + Cm−1

∆z2
−Wm−1/2

Cm − Cm−1

∆z
. (5.9)

Из уравнения (5.6) при µ = 0 имеем

−C∗n+1 − C∗n

∆t
= AH

C∗
i+1 − 2C∗

i + C∗
i−1

∆x2
+
Ui+1/2C

∗
i+1 + Ui+1/2C

∗
i − Ui−1/2C

∗
i − Ui−1/2C

∗
i−1

2∆x
+

+AH

C∗
j+1 − 2C∗

j + C∗
j−1

∆y2
+

Vj+1/2C
∗
j+1 + Vj+1/2C

∗
j − Vj−1/2C

∗
j − Vj−1/2C

∗
j−1

2∆y
+

+AV

C∗
m+1 − 2C∗

m + C∗
m−1

∆z2
+

Wm+1/2C
∗
m+1 +Wm+1/2C

∗
m −Wm−1/2C

∗
m −Wm−1/2C

∗
m−1

2∆z
.

(5.10)

То есть адвективный член в сопряженной задаче (5.3) аппроксимируется аналогом центрально-
разностной аппроксимации. Аналогично из (5.6) при µ = sgnR и U, V,W < 0, получим:

− C∗n+1 − C∗n

∆t
= AH

C∗
i+1 − 2C∗

i + C∗
i−1

∆x2
+

Ui+1/2C
∗
i − Ui−1/2C

∗
i−1

∆x
+

+AH

C∗
j+1 − 2C∗

j + C∗
j−1

∆y2
+

Vj+1/2C
∗
j − Vj−1/2C

∗
j−1

∆y
+

+AV

C∗
m+1 − 2C∗

m + C∗
m−1

∆z2
+

Wm+1/2C
∗
m −Wm−1/2C

∗
m−1

∆z
, (5.11)

а при U, V,W > 0 получаем

− C∗n+1 − C∗n

∆t
= AH

C∗
i+1 − 2C∗

i + C∗
i−1

∆x2
+

Ui+1/2C
∗
i+1 − Ui−1/2C

∗
i

∆x
+

+AH

C∗
i+1 − 2C∗

i + C∗
i−1

∆y2
+

Vj+1/2C
∗
j+1 − Vj−1/2C

∗
j

∆y
+

+AV
C∗

m+1 − 2C∗
m + C∗

m−1

∆z2
+

Wm+1/2C
∗
m+1 −Wm−1/2C

∗
m

∆z
. (5.12)

Как видно из (5.5)–(5.12), аппроксимация адвективного члена в основной задаче идентична
аппроксимации дивергентного члена в сопряженной задаче. Оценим отличия в аппроксимации
таких членов уравнения.

Пусть, например, U < 0, тогда с учетом знака при члене в сопряженной задаче, отвечающем
за перенос выберем соответствующую аппроксимацию по оси x

Ui+1/2

C∗
i+1 − C∗

i

∆x
−

Ui+1/2C
∗
i+1 − Ui+1/2C

∗
i

∆x
= −C∗

i

(
Ui+1/2 − Ui−1/2

∆x

)
≈ C∗ ∂U

∂x
. (5.13)

При решении трехмерной задачи при условии выполнения уравнения неразрывности такие
члены по всем трем направления в сумме обращаются в ноль. Рассмотрим центрально-
разностную аппроксимацию (5.7) и вычтем аппроксимацию адвективного члена в сопряженной
задаче (5.10)
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Ui+1/2C
∗
i+1 − Ui+1/2C

∗
i + Ui−1/2C

∗
i − Ui−1/2C

∗
i−1

∆x
−

−
Ui+1/2C

∗
i+1 + Ui+1/2C

∗
i − Ui−1/2C

∗
i − Ui−1/2C

∗
i−1

∆x
=

= −C∗
i

Ui+1/2 − Ui−1/2

∆x
≈ −C∗ ∂U

∂x
. (5.14)

При решении трехмерной задачи при условии выполнения уравнения неразрывности такие
члены также по всем трем направления в сумме обращаются в ноль. То есть в данных предель-
ных случаях аппроксимации идентичны при условии выполнения уравнения неразрывности.
Аналогичный результат можно получить и при других значениях µ. Поэтому для решения
сопряженной задачи можно использовать процедуры, применяемые при интегрировании
основной задачи.

Результаты могут быть использованы для решения различных задач экологической на-
правленности при изучении воздействия источников загрязнения антропогенного характера в
акваториях Азовского и Черного морей.
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