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Аннотация. Рассматривается влияние кинетической энергии вращения поперечного сечения балки
на дисперсионные характеристики гармонических изгибных волн в контексте модели Релея. Ис-
следование проводится для балки, расположенной на обобщённом упругом основании с учётом его
вертикальной и горизонтальной жесткостей (основание модели Пастернака). Вычисляется дисперси-
онное соотношение, а также выражения для фазовой и групповой скоростей распространения волн.
Оценивается влияние учета инерции на дисперсионную кривую. Выполняется сравнение модели Релея
с моделью Бернулли–Эйлера. Полученные результаты показывают целесообразность использования
модели Релея в задачах, где важно учитывать дополнительные инерционные эффекты.
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Abstract. The influence of the kinetic energy of rotation of the beam cross-section on the dispersion
characteristics of harmonic flexural waves in the context of the Rayleigh model is considered. The study
is carried out for a beam located on a generalized elastic foundation taking into account its vertical and
horizontal rigidities (the foundation of the Pasternak model). The dispersion relation, as well as expressions
for the phase and group velocities of wave propagation are calculated. The influence of inertia on the
dispersion curve is estimated. The Rayleigh model is compared with the Bernoulli–Euler model. The
obtained results show the feasibility of using the Rayleigh model in problems where it is important to take
into account additional inertial effects.
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Введение

В современных расчетах путевые структуры (например, рельсовые направляющие) часто
рассматриваются как балки, лежащие на упругом основании, несущие движущуюся нагрузку [1–
3]. При этом высокоскоростное движение нагрузок может привести, как к генерации изгибных
волн в направляющей, так и к резонансу или неустойчивости движения самих нагрузок [4].

Точно рассчитать режимы экстремального движения, зоны резонанса и неустойчивости
крайне затруднительно, если в качестве балки — рельсовой направляющей использовать
математическую модель Бернулли–Эйлера, а в качестве упругого основания — математическую
модель Фусса–Винклера, учитывающую его жесткость только в вертикальном направлении.

Эффективность замены в расчетной модели высокоскоростного движения нагрузки по
рельсовой направляющей упругого основания Фусса–Винклера на упругое основание Пас-
тернака, учитывающего его жесткости в вертикальном и горизонтальном направлениях,
продемонстрирована в работе [5]. А еще ранее уравнение динамики балки с поправкой Рэлея
на двухпараметрическом основании Пастернака успешно использовалось при расчете свайного
фундамента мостов на воздействие поперечных волн в сейсмостойких районах [6].

В публикуемой работе при сохранении упругого основания Пастернака гибкая направляю-
щая моделируется не в рамках технической теории Бернулли–Эйлера, а в рамках уточненной
теории Рэлея, дополнительно учитывающей кинетическую энергию поворота поперечного сече-
ния балки при ее изгибе. Анализу влияния этого дополнительного фактора на дисперсионные
характеристики изгибных волн посвящена настоящая статья.

1. Уравнение динамики

Уравнение изгибных колебаний балки модели Рэлея [6], лежащей на обобщенном упругом
основании, имеет вид

ρF
∂2w

∂t2
+ EJ

∂4w

∂x4
− ρJ

∂4w

∂t2∂x2
+ h1w − h2

∂2w

∂x2
= 0. (1.1)

Здесь w(xt) — перемещение частиц срединной линии балки при изгибе, ρ — плотность матери-
ала, F — площадь поперечного сечения балки, E — модуль Юнга, J — осевой момент инерции;
коэффициенты упругости h1 и h2 отображают жесткость «вертикальной» и «горизонтальной»
пружин, соответственно.

Для упрощения анализа уравнения (1.1) введем безразмерные величины для перемещения,
координаты и времени:

U =
w

w0
; z =

x

X
; τ =

t

T
,

где w0 — максимальное поперечное перемещение, а величины X и T можно найти из соот-

ношений между параметрами «масштаба» системы
EJT 2

ρFX4
= 1 и

h1X
4

EJ
= 1, Эти параметры

подобраны для упрощения анализа, удобства интерпретации результатов исследования и
построения графиков:

U =
w

w0
; z = x

4

√
h1

EJ
; τ = t

√
h1

ρF
. (1.2)

С учетом введенных обозначений уравнение (1.1) принимает следующий вид:

∂2U

∂τ2
+

∂4U

∂z4
− α1

∂4U

∂τ2∂z2
+ U − α2

∂2U

∂z2
= 0. (1.3)
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Здесь α1 =
J
√
h1

F
√
EJ

— параметр, включающий в себя коэффициент изгибной жесткости балки

(EJ) и «вертикальный» коэффициент жесткости упругого основания (h1); α2 =
h2√

EJ
√
h1

—

параметр, описывающий соотношение между коэффициентами упругости h2 и h1.

2. Анализ дисперсионных характеристик изгибных волн

Исследование влияния обобщенного упругого основания на параметры изгибной волны,
распространяющейся в балке, проведем с помощью уравнения (3). Его решение будем искать
в виде бегущей гармонической волны

u = Aei(Ωτ−Kz) +A∗e−i(Ωτ−Kz). (2.1)

Здесь A — безразмерная комплексная амплитуда, A∗ — ее комплексно-сопряженная часть,
Ω — частота и K — волновое число, связанные с круговой частотой ω и размерным волновым
числом k соотношениями

Ω =

√
ρFEJ

h1
ω, K = 4

√
EJ

h1
k. (2.2)

Подстановка соотношения (2.1) в уравнение (1.3) приводит к дисперсионному уравнению

−Ω2 + K4 − α1Ω
2K

2
+ 1 + α2K

2 = 0, (2.3)

из которого определяем закон дисперсии изгибной волны

Ω =

√
K4 + α2K2 + 1

1 + α1K2
. (2.4)

Так как реальный интерес в исследовании представляют только характеристики с по-
ложительными значениями, в силу того, что отрицательная частота представляет собой
лишь смещение по фазе и не приводит к изменению волновой картины, в дальнейшем будем
пренебрегать решением с отрицательной частотой колебаний.

Теперь найдем фазовую и групповую скорости

ϑф =
Ω

K
=

√
K4 + α2K2 + 1

K2 + α1K4
, (2.5)

ϑгр =
dΩ

dK
=

K(2K
2
+ α1K

4 + α2 − α1)√
(1 + α1K2)

3
(K4 + α2K2 + 1)

. (2.6)

Зависимости (2.4)–(2.6) приведены на рис. 1–3, соответственно. Графики построены при
варьировании параметров α1 и α2 следующим образом:

α1 = 0,1 или 1;


α2 = 0,01 — сплошная линия;
α2 = 0,1 — пунктир;
α2 = 1 — точки.

Далее покажем зависимости фазовой и групповых скоростей на одном графике, для на-
глядности берем два случая: а) α1 = 0,1, α2 = 0,1; б) α1 = 1, α2 = 0,1.

На рис. 4а, 4б можно заметить, что групповая скорость волн совпадает с фазовой скоро-
стью в точке минимума последней. Кроме того, наблюдается совпадение этих скоростей при
больших волновых числах и при доминировании «вертикального» коэффициента жесткости
h1 над «горизонтальным» коэффициентом h2. Это свидетельствует об отсутствии дисперсии
в рассмотренном диапазоне (рис. 4б).
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а) б)

в)

Рис. 1. Дисперсия при варьировании коэффициента α2 и фиксированном коэффициенте α1 = 0,1 (a)
и α1 = 1,0 (б ), а также при больших волновых числах (в)

Fig. 1. Dispersion with varying coefficient α2 and fixed coefficient α1 = 0,1 (a) and α1 = 1,0 (б), as well as with
large wave numbers (в)

Представим асимптоты при стремлении волнового числа к бесконечности и покажем внут-
реннюю непротиворечивость системы.

При k → 0:

Ω =

√
K4 + α2K2 + 1

1 + α1K2
→ 1

1
→ 1;

ϑф =

√
K4 + α2K2 + 1

K2 + α1K4
→ 1

K
→ ∞;

ϑгр =
K(2K

2
+ α1K

4 + α2 − α1)√
(1 + α1K2)

3
(K4 + α2K2 + 1)

→ 0

1
→ 0.

При k → ∞:

Ω =

√
K4 + α2K2 + 1

1 + α1K2
→ K2

√
α1K

→ ∞;

ϑф =

√
K4 + α2K2 + 1

K2 + α1K4
→ K2

√
α1K

2
→ 1√

α1

;

ϑгр =
K(2K

2
+ α1K

4 + α2 − α1)√
(1 + α1K2)

3
(K4 + α2K2 + 1)

→ α1K
5√

α3
1K

10
→ 1√

α1

.
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а) б)

в)

Рис. 2. Фазовая скорость в зависимости от α1 = 0,1 (a), α1 = 1,0 (б ), а также при больших волновых
числах (в)

Fig. 2. Phase velocity depending on α1 = 0,1 (a), α1 = 1,0 (б), and also at large wave numbers (в)

а) б)

в)

Рис. 3. Групповая скорость в зависимости от α1 = 0,1 (a), α1 = 1,0 (б ), а также при больших
волновых числах (в)

Fig. 3. Group velocity depending on α1 = 0,1 (a), α1 = 1,0 (б), and also at large wave numbers (в)
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а) б)

Рис. 4. Фазовая (a) и групповая (б ) скорости в зависимости от волнового числа при разных
параметрах основания

Fig. 4. Phase (а) and group (б) velocities depending on the wave number for different base parameters

а) б)

в)

Рис. 5. Асимптоты фазовых (a), групповых (б ) скоростей и дисперсии в зависимости от волнового
числа (в)

Fig. 5. Asymptotes of phase (а), group (б) velocities and dispersion depending on the wave number (в)

Графики соответствующих асимптот построены ниже в большем масштабе для наглядности.
Данные на рис. 5 позволяют убедиться в достоверности полученных результатов.
Построим сравнительный график модели Рэлея и модели Бернулли–xЭйлера и нагляд-

но увидим разницу. Для определенности, в модели Рэлея возьмем коэффициент α2 = 0,1,
а также вариации второго коэффициента: α1 = 0,1 и α1 = 1. Для модели Бернулли–Эйлера
коэффициент α1 = 0, так как не учитывается изгибающий момент при повороте поперечного
сечения балки. Модель Бернулли показана черным цветом на графике, модели Рэлея черным
пунктиром (α1 = 0,1, α2 = 0,1) и черными точками (α1 = 1, α2 = 0,1) соответственно.
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а) б)

в)

Рис. 6. Графики сравнения моделей балки

Fig. 6. Graphs of comparison of beam models

Из рис. 6 видно, что модель Бернулли–Эйлера дает завышенную оценку скоростей и дис-
персии в модели, в сравнении с уточненной моделью Рэлея.

Заметим, что эффективный метод расчета внутренних усилий и деформаций предваритель-
но напряженной двутавровой балки, лежащей на упругом основании Пастернака предложен
в работе [8]; колебания функционально-градиентных балок с дефектами, лежащих на упругом
основании Пастернака при термическом нагружении, изучались в работе [9]. Термоинду-
цированные колебания балки, изготовленной из функционально-градиентного материала
и опирающейся на двухпараметрическое упругое основание, исследованы в работе [10], где
уравнение нестационарной теплопроводности является нелинейным.

Волновая динамика систем, представленных в [8–10], ждет своих исследователей.

Заключение

В данной работе проведен анализ дисперсионных характеристик изгибных волн в балке,
опирающейся на обобщенное упругое основание, с учетом инерции вращения ее поперечного
сечения при изгибе. На основе модели Рэлея получено безразмерное уравнение движения,
позволяющее учитывать и инерционные, и упругие эффекты среды.

Кроме того, показано, что учет вращательной инерции приводит к снижению фазовой
и групповой скорости, особенно в диапазоне малых волновых чисел, где упрощенная модель
Бернулли–Эйлера дает завышенные оценки. При этом модель Рэлея демонстрирует согласо-
ванность с физическими ожиданиями и предсказуемое асимптотическое поведение: как при
стремлении волнового числа к нулю, так и к бесконечности. Результаты работы имеют приклад-
ное значение для задач проектирования и диагностики инженерных конструкций, в которых
важно корректное описание высокочастотных колебаний и взаимодействия с податливым
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основанием. В перспективе данная модель может быть обобщена на случай неоднородных или
анизотропных материалов, а также на системы с нелинейными характеристиками основания.
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