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Аннотация. Среди трех наиболее распространенных в настоящее время численных методов (метод
конечных элементов (МКЭ), метод конечных разностей (МКР) и метод граничных элементов (МГЭ))
незаслуженно мало внимания обычно уделяется именно МГЭ, хотя он, как МКЭ и МКР, также
является одним из наиболее успешных современных численных методов с высокой точностью получен-
ных результатов для вычисления самых разнообразных и сложных (многосвязных, геометрически и
физически нелинейных) конструкций. В этой связи представляется актуальным дальнейшее развитие
МГЭ в различных его модификациях для решения задач, основанных на применении предварительно
вычисленных точных фундаментальных решений. В данной статье (часть II), являющейся логическим
продолжением ранее опубликованной статьи (часть I), с помощью альтернативных методов (метод
разложения на плоские волны (метод Радона) и метод функционального анализа для предварительно
найденного ассоциированного дифференциального оператора) удалось существенно упростить методи-
ку вычисления фундаментальных решений без необходимости предварительного глубокого изучения
математической теории обобщенных функций и без привлечения аппарата операционного исчисления.
Отмеченная теория и аппарат, к сожалению, до сих пор часто воспринимаются исследователями как
трудные для понимания, что порой ограничивает область применения МГЭ. В статье показано, как с
помощью альтернативных методов можно значительно быстрее и с меньшими усилиями получить
фундаментальные решения задач об изгибе и плосконапряженном состоянии изо- и ортотропных
пластин.
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Abstract. Among the three most common numerical methods currently used (finite element method (FEM),
finite difference method (FDM), and boundary element method (BEM)), undeservedly little attention is
usually paid to BEM, although it, like FEM and FDM, is also one of the most successful modern numerical
methods with high accuracy calculations for calculating the most diverse and complex (multiconnected,
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geometrically and physically nonlinear) structures. In this regard, it seems relevant to further develop
the BEM in its various modifications to solve problems based on the application of precomputed exact
fundamental solutions. In this article (Part II), which is a logical continuation of the previously published
article (Part I), using alternative methods (the method of decomposition into plane waves (the Radon
method) and the method of functional analysis for a previously found associated differential operator), it
was possible to significantly simplify the methodology for calculating fundamental solutions without the
need for a preliminary in-depth study of the mathematical theory of generalized functions. and without
involving the operational calculus apparatus. Unfortunately, the mentioned theory and apparatus are still
often perceived by researchers as difficult to understand, which sometimes limits the scope of the IGE. The
article shows how, using alternative methods, it is possible to obtain fundamental solutions to problems of
bending and plane-stressed state of iso- and orthotropic plates much faster and with less effort.
Keywords: fundamental solutions, generalized functions, plane wave decomposition method, Radon method,
functional analysis method, associated differential operator, isotropic plates, orthotropic plates.
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Введение

Современная авиационная, ракетнокосмическая и др. индустрии ставят перед разработ-
чиками порой чрезвычайно сложные задачи, решения которых стимулируют дальнейшие
исследования разнообразных и сложных (многосвязных, геометрически и физически нели-
нейных) конструкций, подверженных действию нетривиальных нагрузок (сосредоточенных
сил, моментов, импульсов, зарядов и др.; по различным законам распределенных и объемных
(массовых) нагрузок) и по различным законам распределенных полей и сред (температурных,
магнитных, электрических и др.).

Как показал опыт численных расчетов конструкций различной геометрии и граничных
(краевых, начальных) условий, не существует ни одного универсального численного метода
для решения всего разнообразия технических проблем (у каждого численного метода есть свои
преимущества и недостатки при решении конкретных классов задач). В этой связи не стоит
ограничиваться при реализации численных расчетов лишь использованием тех численных
методов, для которых существуют широко распространенные программные комплексы. Далеко
не всегда полученные с помощью них результаты при сгущении сеточной области сходятся
к точным решениям (если такие существуют).

Так одним из наиболее успешных современных численных методов (наряду с методом конеч-
ных элементов (МКЭ) и методом конечных разностей (МКР)) расчета сложных конструкций,
подверженных действию сколь угодно сложных нагрузок, является метод граничных элементов
(МГЭ; метод граничных интегральных уравнений, метод потенциалов, метод интегральных
уравнений и др.). Дальнейшее его развитие в виде: непрямого МГЭ (НМГЭ; метода компенси-
рующих нагрузок), прямого МГЭ (ПМГЭ; метода взвешенных невязок) и полупрямого МГЭ,
а также метод разрывных решений и др. для решения поставленных задач, основанных на
применении предварительно вычисленных точных фундаментальных решений или матриц
фундаментальных решений (ФР), является актуальным.

Классическими работами, где дается подробное описание понятий о ФР, являются работы
Соболева С.А., Шварца Л., Гельфанда И.М. и Шилова Г.Е., Владимирова В.С. и Жаринова
В.В., Шевченко В.П. [1–4] и др. о математической теории обобщенных функций.

В данной статье (часть II), являющейся логическим продолжением ранее опубликованной
статьи (часть I) [5], с помощью альтернативных методов (метод разложения на плоские волны
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(метод Радона) и метод функционального анализа для предварительно найденного ассоцииро-
ванного дифференциального оператора) удалось существенно упростить методику вычисления
ФР линейных дифференциальных уравнений в частных производных с постоянными коэффи-
циентами без необходимости предварительного глубокого изучения математической теории
обобщенных функций и без привлечения аппарата операционного исчисления (например,
интегрального преобразования Фурье) [6–26]. Отмеченная теория и аппарат часто восприни-
маются исследователями (особенно инженерными работниками, перед которыми зачастую
и ставят задачи по реализации конкретных и практически важных расчетов) как трудные
для понимания, что порой ограничивает область применения МГЭ, имеющего значительные
потенциальные преимущества в сравнении с другими численными методами, главным из
которых является снижение на единицу геометрической размерности задачи. Перечисленные
альтернативные методы позволяют значительно упростить отмеченную проблему, чтобы, как
и в других численных методах, основное внимание исследователя было уделено минимизации
погрешностей дискретизации, аппроксимации и счета.

1. Нахождение ФР линейных дифференциальных уравнений в частных
производных с δ-функцией Дирака в правой части

Пусть дано линейное неоднородное дифференциальное уравнение в частных производных
p-го порядка

L0w ≡
p∑

|α|=0

Aα (x)Dαw = f (x) , x ∈ Rm. (1.1)

Здесь приняты стандартные обозначения: L0 — исходный линейный дифференциальный
оператор в частных производных; α = (α1, . . . , αm) — мультииндекс с целочисленными неот-
рицательными компонентами,

|α| = α1 + . . .+ αm; Dα ≡
(

∂

∂x1

)α1

. . .

(
∂

∂xm

)αm

.

ФР G (x− ξ, y − η) дифференциального уравнения (1.1), например, для задач изгиба пла-
стин определяется из выражения вида [1–26]:

L0G (x− ξ, y − η) = δ (x− ξ, y − η) , (1.2)

где δ (x− ξ, y − η) — двумерная обобщенная δ-функция Дирака.
Как показано в [3], для уравнений с постоянными коэффициентами ФР всегда существуют.

Более того, ФР не единственны, они определяются с точностью до слагаемого (решения),
являющегося произвольным решением однородного уравнения L0G (x− ξ, y − η) = 0 и, кроме
того, являются обобщенными функциями. Из (1.2) видно, что ФР G (x− ξ, y − η) зависит
только от свойств дифференциального оператора L0. Без ограничения общности далее будем
считать, что ξ = η = 0, т.е. далее будем считать, что сосредоточенная нагрузка, моделируемая
двумерной обобщенной δ-функцией Дирака, приложена в начале системы координат.

Для проверки правильности найденного ФР дифференциального уравнения используют
две методики: или с помощью формулы дифференцирования обобщенных функций [8]

∂Φ

∂xi
=

(
∂Φ

∂xi

)
G

+ (−1)i−1δ(x1, . . . , xn)

∫
Γ

Φdx1 . . . dxi−1 dxi+1 . . . dxn, (1.3)

где
(

∂Φ
∂xi

)
G

— обычная производная от функции Φ, Γ — граница области G (один из контуров,
внутри которого находится особенность), или с помощью проверки равновесия пластины,
ограниченной кривой, при действии на нее единичной нагрузки [8, 16]. Обе отмеченных
методики эквивалентны и приводят к идентичным результатам.
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Известно, что сами по себе методики получения ФР, например, с помощью алгоритмов
интегрального преобразования Фурье и др., с помощью метода последовательного (переста-
новочного) интегрирования и многих других [1–26] зачастую сложны, поэтому там, где это
возможно, была поставлена задача свести поиск ФР ни к операции интегрирования, как было
неоднократно проделано ранее другими методами [1–26], а к операции дифференцирования
аппроксимирующих ФР функций. По аналогии с [5, 24] в дальнейшем данный метод будем
называть методом функционального анализа.

Чтобы оценить сложность получения ФР, например, с помощью алгоритмов интегрального
преобразования Фурье перечислю его основные этапы: применение к каждому из уравнений
систем двумерного интегрального преобразования Фурье; получение трансформант из систем
алгебраических уравнений, например, с помощью метода Крамера и др. точным (прямым)
методам; использование формулы обращения двумерного интегрального преобразования
Фурье; в зависимости от полюсов подынтегральной функции и их кратности могут быть
применены соответствующие формулы из теории вычетов для введенной в рассмотрение
обобщенной функции θ (η) и правил ее дифференцирования с последующим приведением
интегралов к табличному виду, если такие вообще существуют. Понятно, что вышеописанная
классическая методика, использующая операционное исчисление, порой кажется излишне
сложной и громоздкой.

2. Нахождение ФР с помощью метода разложения на плоские волны (метод
Радона)

Найдем ФР уравнения (1.2) при ξ = η = 0, осуществив разложение обобщенной δ-функции
Дирака на плоские волны, т.е. представляя решение как среднее по всем направлениям
единичной окружности от функции вида:

r̄ω̄ = x cos (θ) + y sin (θ) = ξ,

где r̄ (x, y) — произвольный радиус-вектор, составляющий с осью х угол α; ω̄ (cos (θ) , sin (θ)) —
единичный радиус-вектор на окружности 2π, составляющий с осью x угол θ.

Т.о., следуя [1], обобщенная δ-функция Дирака после ее разложения на плоские волны
примет вид

δ (x, y) = − 1

(2π)
2

2π∫
0

dθ

|ξ|2
.

В результате дифференциальное уравнение (1.2) представимо в виде

L

(
∂

∂x
,
∂

∂y

)
G = − 1

(2π)
2

2π∫
0

dθ

|ξ|2
,

решение которого будет зависеть лишь от функции плоской волны ξ. Это решение можно
записать в виде

G (x, y) =

2π∫
0

G1 (ξ) dθ; L0

(
∂

∂x
,
∂

∂y

)
G1 (ξ) = − 1

(2π)
2

1

|ξ|2
. (2.1)

Если в операторе L0 перейти к переменной ξ, то частные производные примут вид

∂

∂x
= cos (θ)

∂

∂ξ
;

∂

∂y
= sin (θ)

∂

∂ξ

и уравнение (2.1) перейдет в обыкновенное дифференциальное уравнение вида

L0 (cos (θ) , sin (θ))
d2mG1 (ξ)

dξ2m
= − 1

(2π)
2

1

|ξ|2
,
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интегрируя которое 2m раз, получим

G1 (ξ) =
1

(2π)
2
L0 (cos (θ) , sin (θ))

∫∫
. . .

∫
2m

|ξ|−2
(dξ)

2m
. (2.2)

В соответствии с теорией обобщенных функций многократное интегрирование функции |ξ|ν
приводит к следующему результату:∫∫

. . .

∫
2m

|ξ|ν (dξ)2m =
|ξ|ν+2m

(sign (ξ))
2m

(ν + 1) . . . (ν + 2m)
+Qν (ξ) ,

Qν (ξ) =

m∑
k=1

ξ2m−2k

(2k − 1)! (2m− 2k)!
.

(2.3)

Сумма Qν (ξ) в выражении (2.3) добавляется для устранения полюсов первого члена уравнения
в точках ν = −2k. Qν (ξ) является многочленом степени, меньшей 2m, и поэтому удовлетворяет
однородному дифференциальному уравнению (1.2).

В результате в решение (2.2) можно включить лишь то слагаемое уравнения из Qν (ξ),
которое позволяет устранить полюс при ν = −2, а именно:

|ξ|ν+2m

(ν + 1) . . . (ν + 2m)
+

ξ2m−2

(2m− 2)! (ν + 2)
; (2m > 2).

Совершая предельный переход при ν → −2, получим

lim
ν→−2

ξ2m−2

(2m− 2)!

(
1− |ξ|ν+2

)
(ν + 2)

= − ξ2m−2

(2m− 2)!
ln |ξ| .

В результате получаем следующее выражение для ФР:

G (x, y) =
1

(2π)
2
(2m− 2)!

2π∫
0

ξ2m−2 ln |ξ|
L (cos (θ) , sin (θ))

dθ. (2.4)

Интеграл (2.4) с помощью подстановки ρā = r̄; ρ =
√
x2 + y2 преобразуем к виду

2π∫
0

(r̄ω̄)
2m−2

ln |r̄ω̄|
L (cos (θ) , sin (θ))

dθ = ρ2m−2 ln ρ

2π∫
0

(āω̄)
2m−2

L (cos (θ) , sin (θ))
dθ+

+ ρ2m−2

2π∫
0

(āω̄)
2m−2

ln |āω̄|
L (cos (θ) , sin (θ))

dθ. (2.5)

Второе слагаемое в правой части (2.5) можно отбросить, т.к. оно является регулярным
решением однородного уравнения (1.2). Таким образом остается вычислить лишь интеграл
вида

2π∫
0

cos2m−2 (θ − α)

L (cos (θ) , sin (θ))
dθ,

замена переменной t = ctg(θ) в котором, переводит его в следующий интеграл:

2

+∞∫
−∞

(t cos (α) + sin (α))
2m−2

(t2 + 1)
2
L
(

t√
1+t2

, 1√
1+t2

) dt.
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Этот интеграл вычисляется с помощью теории вычетов. Окончательно получим следующую
формулу для определения ФР дифференциального уравнения (1.2) вида

G (ρ, α) =
iρ2m−2 ln ρ

π (2m− 2)!

∑
Res

 (t cos (α) + sin (α))
2m−2

(t2 + 1)
2
L
(

t√
1+t2

, 1√
1+t2

)
. (2.6)

Вычеты в (2.6) берутся лишь для точек верхней полуплоскости.
В [1] нахождение ФР приведено лишь для изотропной пластины. В данной статье ФР

из [1] является лишь одним из многочисленных ФР для более общей задачи изгиба тонкой
линейно упругой изотропной пластины, лежащей на упругом двухпараметрическом упругом
основании по модели Пастернака–Власова. Таким образом, получим следующие ФР, зависящие
от величин p и χ, что полностью совпало с результатами, полученными ранее с помощью
метода двумерного интегрального преобразования Фурье в [12,15]:

(
∇2∇2 − 2p2∇2 + χ4

)
G (x, y) =

δ(x, y)

D
; 2p2 =

kth
2

4D
; χ4 =

kz
D

=
1

l4
⇒

а) p < χ ⇒ G (x, y) = G(r) = −
1

2πβ2D
kei0

(
r
l , ϕ
)
,

где β2 =
√
χ4 − p4, ϕ = 1

2 arctan
β2

p2
; kei0 (x, ϕ) — обобщенная функция Томпсона–Кельвина;

б) p = χ ⇒ G (x, y) = G(r) = −
1

4πχ2D
kei

′

0

(
r
l

)
;

в) p > χ ⇒ G (x, y) = G(r) = −
1

4πs2D

{
K0

(√
p2 + s2r

)
−K0

(√
p2 − s2r

)}
, где s2 =

√
p4 − χ4;

K0 (x) — модифицированная функция Бесселя второго рода нулевого порядка;

г) χ = 0 ⇒ G(x, y) = G(r) = −
1

4πp2D

{
ln r +K0

(√
2pr
)}

;

д) p = 0 ⇒ G(x, y) = G(r) = −
l2

2πD
kei0

(
r
l

)
;

е) p = χ = 0 ⇒ G(x, y) = G(r) =
1

8πD
r2 ln r.

3. Нахождение ФР для задачи изгиба ортотропной пластины

Дальнейшим развитием метода функционального анализа, являющегося логическим про-
должением ранее опубликованной статьи (часть I), может стать, например, поиск ФР задачи
изгиба тонкой линейно упругой ортотропной пластины постоянной толщины, которая описы-
вается дифференциальным уравнением вида [8]:

L0G (x, y) ≡
(

∂4

∂x4
+ 2δ1

∂4

∂x2∂y2
+ δ2

∂4

∂y4

)
G (x, y) =

δ (x, y)

D1
, (3.1)

где

δ1 = ν2 +
2G̃(1− ν1ν2)

E1
; δ2 =

D2

D1
=

E2

E1
=

ν2
ν1

;

L0 — исходный линейный дифференциальный оператор в частных производных; Ei (i = 1, 2) —
модули упругости Юнга (модули упругости первого рода) в ортогональных направлениях; ν1,
ν2 — коэффициенты Пуассона (коэффициенты поперечной деформации) ортотропного матери-
ала, для которого имеет место равенство E1ν2 = E2ν1; G̃ — модуль сдвига (модуль упругости
второго рода) в касательной плоскости; Di =

Eih
3

12(1−ν1ν2)
(i = 1, 2) — изгибные (цилиндрические)

жесткости пластины в ортогональных направлениях; h — толщина ортотропной пластины.
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Рис. 1. Визуализация действия локальной нагрузки в центре ортотропной прямоугольной пластинки
с помощью метода голографической интерферометрии [27]

Fig. 1. Visualization of the action of a local load at the center of an orthotropic rectangular plate using the method
of holographic interferometry [27]

В отличие от ранее рассмотренного случая изгиба под действием сосредоточенной нагрузки
изотропной пластины, для которого, как было показано в части I, линии равного прогиба
являются окружностями, для ортотропной пластины, что подтверждается, например, ре-
зультатами [27], где показана интерференционная картина прогиба ортотропной пластины,
полученная методом голографической интерферометрии (рис. 1), линия равного прогиба имеет
вид эллипса, поэтому ФР для ортотропной пластины G (x, y) ̸= G(r).

В [8] показано, что вблизи точки приложения сосредоточенной нагрузки асимптотические
формулы для ФР имеют логарифмическую особенность, поэтому одной из аппроксимирующих
ФР для ортотропной пластины функций будет функция, подобная аппроксимирующей ФР
функции для изотропной пластины.

Уравнение (3.1) представимо в виде

∇2
1∇2

2G (x, y) ≡ ∇2
2∇2

1G (x, y) =
δ (x, y)

D1
, (3.2)

где

∇2
i =

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2i
; yi =

y

ki
(i = 1, 2); k21,2 = λ2

(
µ±

√
µ2 − 1

)
;

µ =
δ1√
δ2

; λ = 4
√
δ2.

Искомое ФР, например, для случая µ2 > 1 будем искать в виде

G (x, y) ≡ 1

2

(
G1

(
x,

y

k1

)
+G2

(
x,

y

k2

))
, (3.3)

так как полусумма этих решений также является ФР в свете предположения для них о
выполнении следующих равенств

∇2
iGi

(
x,

y

ki

)
= 0 (i = 1, 2);

∇2
1∇2

2G (x, y) =
1

2
∇2

1∇2
2 (G1 +G2) =

1

2
∇2

1

(
∇2

2G1 +∇2
2G2

)
=

1

2
∇2

1∇2
2G1;

∇2
2∇2

1G (x, y) =
1

2
∇2

2∇2
1 (G1 +G2) =

1

2
∇2

2

(
∇2

1G1 +∇2
1G2

)
=

1

2
∇2

2∇2
1G2.
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Сложив правые части двух последних уравнений, получим

1

2
∇2

1∇2
2G1 +

1

2
∇2

2∇2
1G2 = ∇2

1∇2
2G (x, y) ≡ ∇2

2∇2
1G (x, y) =

δ (x, y)

D1
. (3.4)

Анализ вышеприведенного ФР и его производных для изотропной пластины позволяет искать
решения Gi

(
x, y

ki

)
, (i = 1, 2) в виде

Gi

(
x,

y

ki

)
= f1i

(
x,

y

ki

)
+ f2i

(
x,

y

ki

)
(i = 1, 2) . (3.5)

При этом, как было ранее сказано, в свете логарифмической особенности для ФР f1i

(
x, y

ki

)
(i = 1, 2) будем искать в виде

f1i

(
x,

y

ki

)
=

(
Aix

2 +Bi

(
y

ki

)2
)
ln

(
x2 +

(
y

ki

)2
)

(i = 1, 2). (3.6)

Ограничиться для ортотропных пластин аналогом для изотропных пластин мы не можем (в
силу эллиптичности линий равного прогиба для ФР ортотропной пластины), поэтому в качестве
функций f2i

(
x, y

ki

)
(i = 1, 2) должна быть функция, производные которой по своей структуре

должны быть аналогичны производным для ФР изотропной пластины. Рассматривая таблицы
различных производных функций, понимаем, что в качестве функций f2i

(
x, y

ki

)
(i = 1, 2)

можем взять, например, арктангенс или арккотангенс с соответствующими аргументами и
функциональными сомножителями. Таким образом, взяв, например, арктангенс f2i

(
x, y

ki

)
(i = 1, 2) будем искать в виде

f2i

(
x,

y

ki

)
=

(
Cix

y

ki

)
arctg

(
y

kix

)
(i = 1, 2) . (3.7)

В действительности искомых произвольных постоянных не 6, как может показаться на первый
взгляд, а всего 3, так как Gi

(
x, y

ki

)
(i = 1, 2) отличаются друг от друга лишь коэффициентами

ki (i = 1, 2), поэтому, заменив в G1

(
x, y

k1

)
в найденных трех произвольных постоянных k1 на

k2, получим G2

(
x, y

k2

)
.

Теперь с помощью формулы (1.3) находим все необходимые для дифференциального
уравнения (3.1) производные аппроксимирующей ФР G (x, y) функции. Проще всего сначала
определить обычные производные от аппроксимирующей функции ФР G (x, y) (3.3): так
как в сумме они должны дать нуль, то коэффициенты при одинаковых степенях функций
должны также обратиться в нуль — эти коэффициенты и позволяют образовать систему
алгебраических уравнений, из которых в любом пакете символьной математики, например, в
Wolfram Mathematica [26,28] можно найти интересующие коэффициенты:

Ai =
(−1)

i−1
ki

8πD1(k21 − k22)
, Bi =

(−1)
i
ki

8πD1(k21 − k22)
, Ci =

(−1)
i
ki

2πD1(k21 − k22)
(i = 1, 2) .

Случай 1, когда µ2 > 1.
Выполнив вышеописанную процедуру, после нахождения Ai, Bi, Ci (i = 1, 2), подстановки

их в (3.3) и упрощения полученного выражения, получим ФР вида

G(x, y) =
1

16πD1(k21 − k22)

2∑
i=1

(−1)i−1

[
k2i x

2 − y2

ki
ln(x2k2i + y2)− 4xy arctg

y

xki

]
, (3.8)
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где k21,2 = λ2
(
µ±

√
µ2 − 1

)
, которое с точностью до коэффициента (вместо 16 в [8] 8, что

можно связать с тем, что в [8] не был учтен коэффициент 1/2 в формуле (3.3)) совпало
с решением, полученным в [8] с помощью метода последовательного (перестановочного)
интегрирования.

Случай 2, когда µ2 < 1.
Этот случай соответствует реальным ортотропным пластинам в условиях изгиба. Для него

в обозначениях [8] получим

k21,2 = α2 ± iβ2; α2 = λ2µ; β2 = λ2
√

1− µ2;

k21 − k22 = 2iβ2; k1,2 = a± ib; a = λ

√
1 + µ

2
; b = λ

√
1− µ

2
.

Подставляя ki (i = 1, 2), найденные для случая µ2 < 1 в (3.8), получим ФР для интересующего
случая в виде (также нижеприведенное ФР можно получить, если принять

G (x, y) =
1

16πD1β2
ImF (x, y),

где

F (x, y) =
k2i x

2 − y2

ki
ln(x2k2i + y2)− 4xy · arctg y

xki
:

G(x, y) =
1

32πD1λ4
√

1− µ2

[
2a(λ2x2 − y2) arctg

x2β2

α2x2 + y2
+

+ b(λ2x2 + y2) ln |B(x, y)| − 2xyλ2 ln

∣∣∣∣B−(x, y)

B+(x, y)

∣∣∣∣
]
, (3.9)

где
B+(x, y) = λ2x2 + 2bxy + y2; B−(x, y) = λ2x2 − 2bxy + y2;

B(x, y) = B+(x, y) ·B−(x, y).

Приведенное ФР также, как и в случае 1, с точностью до коэффициента (вместо 32 в [8] 16,
что я также связываю с тем, что в [8] не был учтен коэффициент 1/2 в формуле (3.3)) совпало
с решением, полученным в [8].

Случай 3, когда µ2 = 1.
В предельном случае, когда k1 = k2 = λ = a, оба ФР (3.8) и (3.9) вырождаются в ФР вида

G (x, y) =
1

8πD1λ

[
x2 +

( y
λ

)2]
ln

√
x2 +

( y
λ

)2
. (3.10)

Если ввести обозначение ỹ = y/λ, то получим ФР изотропной пластины с изгибной жесткостью
D1λ, что соответствует допущению, что для ортотропного материала между модулем сдвига,
модулями упругости Юнга и коэффициентами Пуассона существует связь вида (это равенство
позволяет установить следующую физическую аналогию между изотропией и ортотропией
материала, т.е. усредненные механические характеристики ортотропной пластинки соответ-
ствуют характеристикам изотропной пластинки; подобный модуль сдвига в 1914 г. предложил
использовать для железобетонных плит в выражении для крутильной жесткости Губер М., но
в отличие от нижеприведенного выражения он заменял ν на νB — коэффициент Пуассона
бетона):

G = G0 =

√
E1E2

2
(
1 +

√
ν1ν2

)
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и задача путем аффинного преобразования координат может быть сведена к задаче деформи-
рования изотропной пластинки. В этом случае решение будет зависеть только от отношения
модулей

δ2 =
D2

D1
=

E2

E1
=

ν2
ν1

.

Такое решение может давать неплохие результаты, если сдвиговая деформация материала
мало влияет на другие искомые характеристики.

В частном случае обычной изотропной пластины с изгибной жесткостью D из (3.10) по-
лучаем, что k1 = k2 = λ = a = 1 и ФР принимает хорошо известный в научной литературе
вид [1–26]:

G (x, y) =
1

8πD
r2 ln r, r =

√
x2 + y2. (3.11)

Напоминаю, что вместо выбранной функции арктангенса не менее эффективно для опре-
деления ФР в (3.8) и (3.9) может быть использована и функция арккотангенса. Для этого
достаточно всего лишь вспомнить связывающую их формулу (arctg x+arcctg x = π/2), сделать
замены в (3.8) и (3.9), а также воспользоваться свойством, что ФР не единственны, они
определяются с точностью до слагаемого (решения), являющегося произвольным решением
однородного дифференциального уравнения (т.е. можно исключить из рассмотрения в (3.8) и
(3.9) элементы, содержащие π/2).

4. Нахождение ФР с помощью метода функционального анализа для
предварительно найденного ассоциированного дифференциального оператора

Пусть дана линейная неоднородная система дифференциальных уравнений в частных
производных вида

L0u = F, (4.1)

где для нижеприведенных задач в большинстве случаев L0 — линейный дифференциальный
оператор плосконапряженного состоянии изо- и ортотропных пластин и др.; u = [u, v]

T —
вектор тангенциальных перемещений; F = − [Px, Py]

T — вектор тангенциальных сил.
Решение системы (4.1) представимо в виде свертки

U = L−1
0 F = G ∗ F =

∫
Ω

G (t, ζ)F (ζ) dΩ, ζ (ξ, η) ∈ Ω, (4.2)

где L−1
0 — интегральный оператор, ядром которого является матрица фундаментального

решения G (t, ζ) системы дифференциальных уравнений. Матрица фундаментального решения
G (t, ζ) определяется из решения систем уравнений вида

L0G (t, ζ) = δ (t− ζ) I, (4.3)

где δ (t− ζ) — обобщенная дельта-функция Дирака; I — единичная матрица.
Согласно идее Хермандера Л. [6, 7], искомая матрица G (t, ζ) определяется скалярной

функцией ϑ (t, ζ), к которой применяется ассоциированный к L0 дифференциальный оператор
L∗
0, компонентами которого являются алгебраические дополнения оператора LT

0 :

G (t, ζ) = L∗
0ϑ (t, ζ) , (4.4)

где L∗
0 = det (L0)L

−1
0 .

В результате из (4.3) получим следующее дифференциальное уравнение относительно
скалярной функции ϑ (t, ζ):

det (L0)ϑ (t, ζ) = δ (t− ζ) , (4.5)

где det (L0) — определитель дифференциального оператора L0.
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Таким образом, задача свелась к нахождению из (4.5) скалярной функции ϑ (t, ζ) из одного
лишь дифференциального уравнения в частных производных.

Интересно отметить, что дифференциальное уравнение (4.5) можно трактовать, например,
как решение плоской задачи теории упругости для изо- или ортотропного тела в напряжениях,
а, значит, искомая скалярная функция ϑ (t, ζ) есть ни что иное, как функция усилий.

По найденной скалярной функции ϑ (t, ζ) компоненты матрицы фундаментального решения
могут быть найдены простым дифференцированием в соответствии с (4.4).

Таким образом, рассмотрев линейные неоднородные системы дифференциальных уравнений
равновесия в перемещениях для плосконапряженного состояния изо- и ортотропных пластин,
вида [8]:

∂2u

∂x2
+

G̃h

B1

∂2u

∂y2
+

(
ν2 +

G̃h

B1

)
∂2v

∂x∂y
+

Px

B1
= 0;(

ν2 +
G̃h

B1

)
∂2u

∂x∂y
+

G̃h

B1

∂2v

∂x2
+ q2

∂2v

∂y2
+

Py

B1
= 0,

(4.6)

где для ортотропного материала имеют место следующие соотношения:

E1ν2 = E2ν1; Bi =
Eih

(1− ν1ν2)
,

Di =
Bih

2

12
(i = 1, 2), D12 =

G̃h3

12
,

E2

E1
=

B2

B1
=

D2

D1
= q2,

(4.7)

где (u, v), (Px, Py) — проекции вектора перемещения точки срединной поверхности пластины
и проекции внешней распределенной нагрузки на координатные оси x, y соответственно.

Введем следующие обозначения:

G̃h

B1
= α; ν2 +

G̃h

B1
= β.

Отметим, что для изотропной пластины коэффициенты α и β соответственно равны

α =
1− ν

2
; β =

1 + ν

2
.

В результате линейный дифференциальный оператор L0 и ассоциированный к нему оператор
L∗
0 соответственно примут вид

L0

(
∂

∂x
,
∂

∂y

)
= B1

(
∂2

∂x2 + α ∂2

∂y2 β ∂2

∂x∂y

β ∂2

∂x∂y α ∂2

∂x2 + q2 ∂2

∂y2

)
, (4.8)

L∗
0

(
∂

∂x
,
∂

∂y

)
= B1

(
α ∂2

∂x2 + q2 ∂2

∂y2 −β ∂2

∂x∂y

−β ∂2

∂x∂y
∂2

∂x2 + α ∂2

∂y2

)
. (4.9)

Таким образом, получим следующее дифференциальное уравнение относительно скалярной
функции ϑ (t, ζ):

det (L0)ϑ (t, ζ) = δ (t− ζ) , (4.10)

где det (L0) – определитель дифференциального оператора L0, который после преобразований
примет вид:

det (L0) = αB1

(
∂4

∂x4
+ 2δ

р
1

∂4

∂x2∂y2
+ δ2

∂4

∂y4

)
, (4.11)

где

δp1 =
E2

2G̃
− ν2, δ2 = q2 =

D2

D1
=

E2

E1
=

ν2
ν1

.
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Таким образом, для ортотропной пластины задача свелась к нахождению скалярной функ-
ции ϑ (t, ζ) из дифференциального уравнения:

∂4ϑ

∂x4
+ 2δ

р
1

∂4ϑ

∂x2∂y2
+ δ2

∂4ϑ

∂y4
=

δ (t, ζ)

Dp
1

, (4.12)

где Dp
1 = −G̃h.

А для изотропной пластины задача свелась к нахождению скалярной функции ϑ (t, ζ) из
дифференциального уравнения:

∂4ϑ

∂x4
+ 2

∂4ϑ

∂x2∂y2
+

∂4ϑ

∂y4
=

δ (t, ζ)

D
, (4.13)

где D = −Gh.
Теперь можно сравнить два последних дифференциальных уравнения соответственно с

дифференциальными уравнениями для поиска фундаментальных решений задач изгиба изо-
и ортотропных пластин:

∂4G

∂x4
+ 2δ1

∂4G

∂x2∂y2
+ δ2

∂4G

∂y4
=

δ (t, ζ)

D1
, (4.14)

где

δ1 = ν2 +
2G̃(1− ν1ν2)

E1
; δ2 =

D2

D1
=

E2

E1
=

ν2
ν1

; D1 =
E1h

3

12(1− ν1ν2)
;

∂4G

∂x4
+ 2

∂4G

∂x2∂y2
+

∂4G

∂y4
=

δ (t, ζ)

D̃
, (4.15)

где

D̃ =
Eh3

12(1− ν2)
.

Сопоставив дифференциальные уравнения для ортотропной пластины (4.12) и (4.14), за-
мечаем, что они отличаются лишь в коэффициентах при смешанной производной δp1 , δ1 и
жесткостях Dp

1 , D1 (для изотропной пластины (4.13) и (4.15) лишь в жесткостях D, D̃), а
также в смысле искомой функции ϑ (t, ζ), w (t, ζ): в дифференциальных уравнениях (4.12) и
(4.13) ищется скалярная функция ϑ (t, ζ) — фактически функция усилий под действием сосре-
доточенной нагрузки, а в (4.14) и (4.15) — фактически прогиб под действием сосредоточенной
нагрузки G (t, ζ), т.е. ϑ (t, ζ) и G (t, ζ) — оба являются фундаментальными решениями. Только
ϑ (t, ζ) — предварительным фундаментальным решением для плосконапряженного состояния
пластины (т.к., получив его, для нахождения матрицы фундаментального решения необхо-
димо продифференцировать ϑ (t, ζ) в соответствии с ассоциированным дифференциальным
оператором по формуле (4.4)), а G (t, ζ) — окончательным ФР для задачи изгиба пластины.

Таким образом, заключаем, что для поиска скалярной функции ϑ (t, ζ) достаточно восполь-
зоваться вышеприведенными методиками нахождения ФР для задач изгиба изо- и ортотропной
пластин или методиками, описанными, например, в ранее опубликованной статье (часть I) [5].

Стоит также отметить, что необходимо учитывать зависимость конкретного ФР и матрицы
ФР задачи изгиба ортотропных пластин от величины µ2 − 1, которая для вышеприведенных
задач в силу различных коэффициентов в дифференциальных уравнениях будет своя. Все это
существенным образом сказывается на выборе конкретного представления для ФР и матрицы
ФР для реально существующих ортотропных материалов.

Представляется, что предложенный алгоритм нахождения матриц ФР является наименее
трудоемким по сравнению с любым классическим методом нахождения матриц ФР.

В результате использования вышеприведенной процедуры для трех случаев получим следу-
ющие матрицы ФР для задачи о просконапряженном состоянии ортотропной пластины

D =

(
E2

2G̃
− ν2

)2

− q2.
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Случай 1, когда D = 0, причем E2

2G̃
− ν2 > 0.

Обозначим
E2

2G̃
− ν2 = γ2,

G11 = − 1

4πB1αγ

{(
α+

q2

γ2

)
ln
√

y2 + x2γ2 +

(
α− q2

γ2

)
x2γ2

(y2 + x2γ2)

}
;

G12 = G21 =
βxy

4πB1αγ(y2 + x2γ2)
;

G22 = − 1

4πB1αγ

{(
1 +

α

γ2

)
ln
√
y2 + x2γ2 +

(
−1 +

α

γ2

)
y2

(y2 + x2γ2)

}
.

(4.16)

Из (4.16) легко можно получить матрицу ФР задачи о плоском напряженном состоянии
изотропной пластины (матрица Кельвина) [7]:

Gij = C1

{
C2δij ln r −

yiyj
r2

}
(i, j = 1, 2); δij — символ Кронекера;

C1 = − (1 + ν)2

4πEh
; C2 =

(3− ν)

(1 + ν)
;

y1 = x− ξ; y2 = y − η; r =
√
x2 + y2,

(4.17)

где (ξ, η) — координаты точки приложения единичной силы.

Случай 2, когда D > 0.
Введем обозначения

E2

2G̃
− ν2 = γ2; γ4 − q2 = p2.

G11 =
1

4πB1αp

{(
q
√
γ2 − p− α

√
γ2 + p

)
ln
√
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α
√
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√
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)
ln
√
y2 + x2(γ2 − p)

}
;
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β

4πB1αp
arctg

xy(
√
γ2 + p−

√
γ2 − p)

y2 + x2q
;

G22 =
1

4πB1αp

{(α

q

√
γ2 − p−

√
γ2 + p

)
ln
√
y2 + x2(γ2 + p)+

+

(√
γ2 − p− α

q

√
γ2 + p

)
ln
√
y2 + x2(γ2 − p)

}
.

(4.18)

Случай 3, когда D < 0.
Введем обозначения

E2

2G̃
− ν2 = γ2; q2 − γ4 = s2;

√
q − γ2

2
= δ;

√
q + γ2

2
= λ.

G11 =
1

8πB1αδλ

{
λ(q − α) arctg

2x2λδ

x2γ2 + y2
−

−δ(q + α) ln
√
((xδ + y)2 + (xλ)2)((xδ − y)2 + (xλ)2)

}
;

G12 = G21 =
β

16πB1αδλ
ln

x2q + y2 + 2xyδ

x2q + y2 − 2xyδ
;

G22 =
1

8πB1αδλq

{
λ(α− q) arctg

2x2λδ

x2γ2 + y2
−

−δ(α+ q) ln
√

((xδ + y)2 + (xλ)2)((xδ − y)2 + (xλ)2)
}
.

(4.19)

Ecological Bulletin of Research Centers of the Black Sea Economic Cooperation, 2025, vol. 22, no. 2, pp. 15–30. 27



Великанов П. Г. Альтернативные методы получения фундаментальных решений дифференциальных. . .

Заключение

В статье успешно реализована попытка с помощью альтернативных методов (метод разложе-
ния на плоские волны (метод Радона) и метод функционального анализа для предварительно
найденного ассоциированного дифференциального оператора) максимально упростить ме-
тодику вычисления ФР линейных дифференциальных уравнений в частных производных
с постоянными коэффициентами без необходимости предварительного глубокого изучения
математической теории обобщенных функций, алгоритмов операционного исчисления и др.
Вышеназванные альтернативные методы позволили значительно упростить, а порой и исклю-
чить из рассмотрения, трудные для понимания исследователями вышеперечисленные теории и
алгоритмы, акцентировав внимание на минимизации погрешностей аппроксимации, дискрети-
зации и счета. В статье показано, как с помощью вышеприведенных альтернативных методов
можно значительно быстрее и с меньшими усилиями получить ФР задач изгиба и плоскона-
пряженного состояния изо- и ортотропных пластин для всех возможных и продиктованных
свойствами материалов случаев.
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