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ФОНОННЫЙ СПЕКТР КРИСТАЛЛОВ СКАНДОБОРАТА ЛАНТАНА (LSB)
И КРИСТАЛЛОВ LSB, АКТИВИРОВАННЫХ ИОНАМИ Cr3+

И.Г. Акопян1, В.Ф. Писаренко2, Е.Н. Тумаев3

PHONON SPECTRA OF Cr3+-ACTIVATED LSB-CRYSTALS

Akopyan I.G., Pisarenko V. F., Tumayev E.N.

Phonon spectrum of lanthanum scandium borate crystals LaSc3(BO3)4 has been obtained with the
application of numerical methods. Ion-ion interaction potential for the mixed ion-covalent connections
has been chosen as a Morse potential. Dispersion curves for the typical sections in the Brillouin zone
have been obtained. The density of phonon spectrum has been calculated. The corrections to the
phonon spectra occurring due to the local centers formation in the doped crystals LaSc3(BO3)4:Cr

3+

have been calculated.

Исследования последних лет показали
перспективность использования гетеродесми-
ческих кристаллов, активированных ионами
переходных металлов, в частности, ионами
трехвалентного хрома, в качестве активных
сред перестраиваемых твердотельных лазе-
ров [1]. Характерной особенностью данно-
го класса хром содержащих материалов яв-
ляется аномально низкое (на 6 десятичных
порядков) значение частотного фактора по
сравнению с гомодесмическими соединения-
ми [2], ответственного за температурное ту-
шение люминесценции примесных центров.
Скорости внутрицентровых безызлучатель-
ных переходов, ширины спектральных ли-
ний, вероятности излучательных переходов
и их температурные зависимости напрямую
обусловлены процессами электрон-фононных
взаимодействий. Очевидно, что знание фо-
нонного спектра кристаллической матрицы
принципиально для прогнозирования матери-
алов с заданными свойствами. Данная работа

посвящена расчету фононного спектра кри-
сталлов скандобората лантана LaSc3(BO3)4
(LSB), активированных ионами Cr3+ [2, 6–8].

Монокристаллы скандобората лантана от-
носятся к моноклинной сингонии. Их сим-
метрия описывается пространственной груп-
пой C2/c. Элементарная ячейка включает 11
атомов (четыре формульные единицы). Пара-
метры элементарной ячейки LaSc3(BO3)4 сле-
дующие: a = 7, 727(1) Å, b = 9, 840(1) Å,
c = 12, 046 Å, β = 105, 42 град, объем эле-
ментарной ячейки 882,93(1) Å3 [2].

Координаты базисных атомов элемен-
тарной ячейки LaSc3(BO3)4 представлены в
табл. 1.

Зона Бриллюэна для кристалла LSB име-
ет симметрию той же группы, что и сам кри-
сталл, и характеризуется следующими базис-
ными векторами:

b1

(
2π

a
; 0;

2π

a
ctgβ

)
, b2

(
0;

2π

b
; 0

)
,

1Акопян Ирина Георгиевна, аспирант кафедры экспериментальной физики Кубанского государственного
университета.

2Писаренко Виктор Федорович, д-р физ.-мат. наук, профессор кафедры экспериментальной физики Кубан-
ского государственного университета.

3Тумаев Евгений Николаевич, канд. физ.-мат. наук, доцент кафедры экспериментальной физики Кубанского
государственного университета.



Фононный спектр кристаллов скандобората лантана. . . 61

b3

(
0; 0;

2π

c sinβ

)
.

Т а б л и ц а 1

Атом Координ.
базисных
атомов

La x/a 0
y/b 0,03546(2)
z/c 0,250

Sc(1) x/a 0
y/b 0,57469(6)
z/c 0,250

Sc(2) x/a 0,04832(5)
y/b 0,25084(4)
z/c 0,52543(3)

B(1) x/a 0,2014(4)
y/b 0,3057(3)
z/c 0,2257(2)

B(2) x/a 0,2467(5)
y/b 0,0247(3)
z/c 0,0004(3)

O(1) x/a 0,2029(3)
y/b 0,5567(2)
z/c 0,7411(2)

O(2) x/a 0,2456(3)
y/b 0,1149(2)
z/c 0,4934(2)

O(3) x/a 0,0685(2)
y/b 0,2388(2)
z/c 0,1477(2)

O(4) x/a 0,3908(2)
y/b 0,0936(2)
z/c 0,0686(2)

O(4) x/a 0,3384(3)
y/b 0,2292(2)
z/c 0,2943(2)

O(5) x/a 0,4003(3)
y/b 0,4079(2)
z/c 0,0057(8)

Фононный спектр кристалла LaSc3(BO3)4
содержит 54 ветви, из которых 26 относятся
к симметричным колебаниям типа А (т. е. к
единичному представлению А точечной груп-
пы С2 [3]), и 28 относятся к антисимметрич-
ным колебаниям типа В. Для расчета фонон-
ного спектра использовался метод, описанный
в работе [4]. Потенциал межатомного взаимо-
действия Φ выбирался в виде

Φ =
1

2

∑
α 6=β

Uαβ (Rαβ),

где суммирование распространяется на все
пары ионов, принадлежащих элементарной
ячейке. Потенциальная энергия Uαβ(Rαβ) вза-
имодействия ионов α и β, находящихся на рас-
стоянии Rαβ друг от друга, описывалась фор-
мулой

Uαβ(Rαβ) = U0(y)f(y),

где y =
Rαβ
R0

; R0 — равновесное значение рас-

стояния между атомами α и β. Обрезающий
множитель f(y), учитывающий короткодей-
ствие потенциала, имеет вид

f(y) =


1, y < 1,

3z4 − 8z3 + 6z2, 1 < y < yc,

0, yc < y.

Здесь yc =
Rc
R0

; z =
y − yc
1− yc

; радиус обрезания

Rc = 1, 4R0.
Элементы матрицы силовых постоянных

Φij
αβ =

∂2Φ

∂xαi∂xβj
для вектора смещения xαi α-

го атома, вычисленные в декартовых коорди-
натах x, y, z, даются соотношениями
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, (1)

где Rαβ =
√∑

i
(rαi + xαi − rβi − xβi)2.

Фононный спектр определялся путем ре-
шения секулярного уравнения

ω2Bαi =
∑

Dij
αβBβj . (2)

Элементы динамической матрицы D связаны
с элементами матрицы силовых постоянных
Φij
αβ соотношениями

Dij
αβ =

1√
MαMβ

Φij
αβ.
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Используя явный вид (1) элементов силовой
матрицы и учитывая первые и вторые произ-
водные Rαβ (α 6= β) по декартовым координа-
там xαi

∂Rαβ
∂xαβ

=
|rαi − rβi|
Rαβ

,
∂2Rαβ
∂xαi∂xβj

=
gijαβ − δij
Rαβ

,

получим элементы динамической матрицы
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при этом gijαβ =
|rαi − rβi| |rαj − rβj |

R2
αβ

.

Для расчетов фононного спектра потен-
циал взаимодействия U0 выбирался в виде по-
тенциала Морзе

U0(y) = εαβ

(
e−2Ω(y−1) − 2e−Ω(y−1)

)
,

∂U0

∂y
= 2Ωεαβ

(
e−Ω(y−1) − e−2Ω(y−1)

)
, (3)

∂2U0

∂y2
= 2Ωεαβ

(
2Ωe−2Ω(y−1) − Ωe−Ω(y−1)

)
.

Выбор потенциала взаимодействия меж-
ду ионами в такой форме связан с тем, что
он и все его производные регулярны при лю-
бых расстояниях между ионами. Это свой-
ство потенциала Морзе выгодно отличает его
от сингулярного кулоновского потенциала и
его модификации, учитывающей экранирова-
ние. Параметр Ω, входящий в (3) является
подгоночным параметром, он определялся по
инфракрасной полосе пропускания кристалла
LSB, которая составляет 3 мкм (0,41 эВ) [1].
Рассчитанное таким образом значение пара-
метра составляет 18,80. Параметр R0 для
каждой пары ионов выбран как равновесное
расстояние между ними. Такой выбор соот-
ветствует минимуму потенциальной энергии

(
∂Uαβ
∂Rαβ

= 0) и приводит к значительному

упрощению расчетов. Параметры межатом-
ного взаимодействия εαβ выбраны пропор-
циональными суммарным значениям соответ-
ствующих потенциалов ионизации для соот-
ветствующих пар ионов LaSc3(BO3)4, их чис-
ленные значения приведены в табл. 2.

Т а б л и ц а 2

Пара ионов εαβ , эВ
La-La 0,18
La-Sc 0,35
La-B 0,31
La-O 0,31
Sc-Sc 0,31
Sc-B 0,47
Sc-O 0,47
B-B 0,43
B-O 0,43
O-O 0,43

Для определения законов дисперсии ω(k)
секулярное уравнение (2) было записано в k-
пространстве волновых векторов при помощи
косинус-преобразования Фурье [5]. Коротко-
действующий характер взаимодействия учтен
следующим образом: трансформанты Фурье
элементов матрицы силовых постоянных, для
которых cos(kRαβ) < 0, полагались равными
нулю. Тем самым предполагалось, что потен-
циал взаимодействия простирается на рассто-
яние, меньшее половины размера элементар-
ной ячейки. Фурье-преобразование проводи-
лось только в пределах элементарной ячейки.

Диагонализация силовой матрицы в k-
пространстве проводилась численно с помо-
щью программы Mathematica 5.0 для следую-
щих характерных точек зоны Бриллюэна:
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а также в промежутках Γ − Σx,y,z, Γ − Λx,y,z,
где было взято по 8 точек.

Зависимость энергии колебаний кристал-
лической решетки LaSc3(BO3)4 от волнового
числа в направлении Γ − Σx приведена на
рис. 1.

Дисперсионные кривые в направлении
x, y, z отличаются незначительно, поэтому на
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Рис. 1 Рис. 2

рис. 1 представлен спектр только для направ-
ления Γ− Σx.

Фононный спектр примесных кристаллов
LaSc3(BO3)4: Cr3+ рассчитывался с использо-
ванием теории возмущений для динамической
матрицы. Численные значения энергий связи
примесного иона Cr3+ с окружением были вы-
браны согласно табл. 3.

Т а б л и ц а 3

Пара ионов εαβ , эВ
La-Cr 0,36
Sc-Cr 0,53
B-Cr 0,48
O-Sr 0,48

Сравнение табл. 2 и 3 показывает, что
энергия взаимодействия примесного иона
Cr3+ с окружением мало отличается от энер-
гии взаимодействия с окружением иона ос-
новы Sc3+. Вследствие этого динамическая
матрица Dij

αβ для элементарной ячейки, со-
держащей примесный ион, была разбита на
две части, отвечающие динамической матри-
це беспримесной ячейки D(0)ij

αβ и малой добав-
ки δDij

αβ

Dij
αβ = D

(0)ij
αβ + δDij

αβ.

Поправки к частоте колебаний для µ-й ветви
фононного спектра определяются формулой

δεµ(k) =
〈
ξ(0)µ

∣∣∣ δDij
αβ

∣∣∣ξ(0)µ
〉
,

где ξ(0)µ — нормированный собственный век-
тор матрицы D

(0)ij
αβ для беспримесной ячейки.

Результаты расчета поправок к фононно-
му спектру LSB, обусловленных введением
иона Cr3+, представлены на рис. 2.

Приведенный на рис. 1 фононный спектр
LaSc3(BO3)4 использовался для расчета плот-
ности фононных состояний прямым числен-
ным методом по формуле

g(ε) =
νc

2π2

k2(ε)

dε/dk
,

где νc — объем элементарной ячейки. Диапа-
зон энергий 0,. . . ,0,45 эВ был разбит на 550
интервалов, и для каждого интервала была
найдена длина соответствующего интервала
на отрезке Γ−Σx. Эта длина пропорциональна
искомой плотности состояний g(ε). Аналогич-
ные расчеты были проделаны и для кристал-
ла LSB:Cr3+. Результаты расчета плотности
состояний для беспримесного кристалла LSB
и кристалла LSB:Cr3+ представлены на рис. 3
(а, б).
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а) б)

Рис. 3

Представленные на рис. 3 результаты рас-
чета плотности фононных состояний показы-
вают, во-первых, что основная часть фононно-
го спектра лежит в области 0,01–0,02 эВ, т.е.
в дальней ИК-области, что, по-видимому, яв-
ляется причиной слабого тушения люминес-
ценции примесных ионов переходных метал-
лов [1]. Во-вторых, введение в качестве при-
меси иона Cr3+ не приводит к значительно-
му изменению плотности фононных состоя-
ний. Однако из этого факта нельзя сделать
заключение об отсутствии локальных коле-
баний, ассоциированных с примесным ионом.
Действительно, примесный ион вызывает ло-
кальное нарушение трансляционной инвари-
антности решетки, а с такими локальными
центрами всегда связаны локализованные со-
стояния, в том числе и колебательные.
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