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Аннотация. Работа посвящена вопросам термоупругости трубы эллиптической формы при неравно-
мерном её нагревании. В ней рассматривается вопрос о распределении температурного поля трубы
эллиптического сечения для случая неравномерного нагрева с внешней стороны за счёт излучения и
при граничном условии третьего рода с внутренней стороны. Для её решения в работе рассматривается
решение уравнения Лапласа в эллиптической системе координат. Основным методом является метод
Фурье. Полученное выражение температурного поля трубы имеет аналитический вид, содержащий
ряд Фурье. На основании полученной зависимости установлено, что температурное поле меняется по
закону синуса. Что позволило определить возникающие напряжения в стенке цилиндра. Полученный
результат может быть использован в инженерных расчётах теплообменных аппаратов.
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Abstract. The paper is devoted to the issues of thermoelasticity of an elliptical-shaped pipe during uneven
heating. It deals with the distribution of the temperature field of an elliptical tube for the case of uneven
heating from the outside due to radiation and under a boundary condition of the third kind from the inside.
To solve it, the paper considers the solution of the Laplace equation in an elliptic coordinate system. The
main method is the Fourier method. The resulting expression of the temperature field of the pipe has an
analytical form containing a Fourier series. Based on the obtained dependence, it is established that the
temperature field varies according to the sine law. This made it possible to determine the stresses that
occur in the cylinder wall. The result obtained can be used in engineering calculations of heat exchangers.
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Введение

Цилиндрические оболочки используются в многочисленных аэрокосмических, морских,
инженерных и энергетических конструкциях. Их способность выдерживать высокие уровни
осевого сжатия является полезной во многих случаях, когда большая часть конструкции
нагружена в мембранном состоянии, а ее эффективность обусловлена отсутствием сквозных
градиентов напряжений по толщине. Цилиндрические оболочки являются одним из наиболее
широко используемых конструктивных элементов, встречающихся в теплотехнике, механике и
ядерной энергетике [1–9].

Актуальность данной статьи заключается в том, что особое место занимают цилиндри-
ческие оболочки эллиптического сечения. Цилиндрические трубы эллиптического сечения
применяются в теплообменниках для улучшения теплопередачи по сравнению с круглыми
трубами [10–13].

Целью данной работы является определение температурного поля трубы эллиптического
сечения для случая лучистого теплового потока с одной внешней стороны и конвективного
теплообмена с внутренней стороны, а также термонапряжённого его состояния. Задачами
исследования был анализ методов решения уравнения Лапласа в эллиптической системе
координат [14–16].

Научная новизна исследования заключается в том, что в работе была рассмотрена труба
эллиптического сечения.

1. Постановка задачи

Рассмотрим трубу эллиптической формы, на которую с одной стороны падает лучистый
тепловой поток плотностью Q (рис. 1), а внутри трубы происходит конвективный теплообмен.

Облучаемая сторона поверхности трубы будет воспринимать тепловой поток по углу
неравномерно. Проведём аппроксимацию закона подведенного потока следующей зависимостью

q = q0 sinβ. (1.1)

Задача теплообмена сводится к решению уравнения [17,18]

∂2T

∂α2
+

∂2T

∂β2
= 0. (1.2)

Q

α1

α2

Рис. 1. Труба эллиптического сечения с заданными геометрическими размерами

Fig. 1. A pipe of elliptical cross-section with given geometric dimensions
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Данное уравнение должно удовлетворять следующим граничным условиям

∂T

∂β

∣∣∣∣β=0
β=π

= 0, (1.3)

−λ
1

с
√
ch2 α1 − cos2 β

∂T

∂α

∣∣∣∣
α=α1

= h(T − T0), (1.4)

−λ
1

с
√
ch2 α2 − cos2 β

∂T

∂α

∣∣∣∣∣ α=α2
−π/2⩽β⩽π/2

= q sinβ. (1.5)

где λ — коэффициент теплопроводности трубы, T0 — температура окружающей среды, h —
коэффициент теплоотдачи.

2. Построение решения задачи

Согласно методу Фурье, будем искать решение искомого уравнения (1.2) в виде дискретной
совокупности нескольких функций

T (α, β) =

∞∑
n=0

(An cosnβ +Bn sinnβ)
(
Cne

αn +Dne
−αn

)
+ Eα+ F. (2.1)

Из условия симметрии (1.3) следует, что An =0, тогда

T (α, β) =

∞∑
n=0

Bn sinnβ
(
Cne

αn +Dne
−αn

)
+ Eα+ F (2.2)

или

T (α, β) =

∞∑
n=0

(
Mne

αn +Nne
−αn

)
sinnβ + Eα+ F. (2.3)

Далее воспользуемся граничными условиями (1.4) и (1.5)

−λ

q

1

с
√
ch2 α2 − cos2 β

∞∑
n=0

(
nMne

α2n−1 − nNne
−α2n−1

)
sinnβ = sinβ, (2.4)

− λ

h

1

с
√
ch2 α1 − cos2 β

∞∑
n=0

(
nMne

α1n−1 − nNne
−α1n−1

)
sinnβ =

=

∞∑
n=0

(
Mne

αn +Nne
−αn

)
sinnβ + Eα+ F − T0. (2.5)

Разложим иррациональные выражения в ряды√
ch2 α2 − cos2 β =

a0
2

+

∞∑
n=1

a2n cos 2nβ, (2.6)

√
ch2 α1 − cos2 β =

b0
2

+

∞∑
n=1

b2n cos 2nβ, (2.7)

тогда формулы (2.4) и (2.5) примут вид

− λ

qc

[ ∞∑
n=0

(
nMne

α2n−1 − nNne
−α2n−1

)
sinnβ + E

]
=

a0
2

sinβ +

∞∑
n=1

a2n cos 2nβ sinβ, (2.8)
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− λ

hc

[ ∞∑
n=0

(
nMne

α1n−1 − nNne
−α1n−1

)
sinnβ + E

]
=

=
b0
2

[ ∞∑
n=0

(
Mne

α1n +Nne
−α1n

)
sinnβ + Eα+ F − T0

]
+

+

∞∑
n=0

b2n
(
Mne

α1n +Nne
−α1n

)
sinnβ cos 2nβ + (Eα1 + F − T0)

∞∑
n=1

b2n cos 2nβ (2.9)

и, интегрируя по углу β от 0 до π, получим

−2λ

qc

∞∑
n=0

(
Mne

α2n−1 −Nne
−α2n−1

)
− λπ

qc
E = a0 + 2

∞∑
n=1

a2n
1− 4n2

, (2.10)

− 2λ

hc

∞∑
n=0

(
Mne

α1n−1 −Nne
−α1n−1

)
− λπ

hc
E =

=
πb0
2

(Eα1 + F − T0) + 2

∞∑
n=0

b2n
(
Mne

α1n +Nne
−α1n

)
. (2.11)

Коэффициенты a2n и b2n определяются по формулам

a2n =
2

π

π∫
0

√
ch2 α2 − cos2 β cos 2nβ dβ =

=
2 chα2

π

[
B

(
2n+ 1

2
,
1

2

)
× F1

(
2n+ 1

2
,−1

2
, n+ 1,

1

ch2 α2

)
−

−C2
2nB

(
2n− 1

2
,
3

2

)
× F1

(
2n− 1

2
,−1

2
, n+ 1,

1

ch2 α2

)
+ . . .

]
, (2.12)

b2n =
2

π

π∫
0

√
ch2 α1 − cos2 β cos 2nβ dβ =

=
2 chα1

π

[
B

(
2n+ 1

2
,
1

2

)
× F1

(
2n+ 1

2
,−1

2
, n+ 1,

1

ch2 α1

)
−

−C2
2nB

(
2n− 1

2
,
3

2

)
× F1

(
2n− 1

2
,−1

2
, n+ 1,

1

ch2 α1

)
+ . . .

]
, (2.13)

где B(y, z) — бэта-функция, F1(y, z,m, k) — гипергеометрическая функция.
Найдём по формулам (2.12) и (2.13) коэффициенты a0 и b0

a0 =
2 chα2

π

[
B

(
1

2
,
1

2

)
× F1

(
1

2
,−1

2
,1,

1

ch2 α2

)]
= 2 chα2, (2.14)

b0 =
2 chα1

π

[
B

(
1

2
,
1

2

)
× F1

(
1

2
,−1

2
,1,

1

ch2 α1

)]
= 2 chα1. (2.15)

Из выражения (2.10) определим коэффициент E

E = −qca0
πλ

. (2.16)
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С учётом формулы (2.14) получим

E = −2qc chα2

πλ
. (2.17)

Подставив найденное значение коэффициента E в (2.11), найдём коэффициент F

F = T0 +
2q

πh

a0
b0

+
qcα1b0
πλ

(2.18)

или
F = T0 +

2q

πh

chα1

chα2
+

2qα1c chα2

πλ
. (2.19)

Далее определим коэффициенты ряда Mn и Nn. Из выражения (2.10) коэффициент Nn равен

Nn = Mn +
qc

λeα2n−1

a2n.

4n2 − 1
. (2.20)

Подставив выражение (2.20) в (2.11), найдём коэффициент Mn

Mn = q
1

heα1n+α2n − b2nc
λeα1n+α2n−1

b2n(eα1n + e−α1n)− λ
hceα1n−1

a2n
4n2 − 1

. (2.21)

С учётом найденных коэффициентов Mn и Nn получим искомое температурное поле трубы

T (α, β) = T0 + q

{
2

πh

chα1

chα2
− 2c chα2

πλ
(α− α1)+

+

∞∑
n=0

(
Mn(e

αn + e−αn)− c

λeα2n−1

a2n
1− 4n2

e−αn

)
sinnβ

}
. (2.22)

Теперь перейдём к вопросу определения внутренних напряжений в стенке цилиндра. Распре-
деление внутренней нагрузки найдём по формуле

p = αТEχ

∫
L

∂T

∂n
dl, (2.23)

где αт — коэффициент линейного расширения, E — модуль Юнга, χ — коэффициент размер-
ности, dl = r dφ.

Воспользуемся формулой для нахождения площади сегмента эллипса

S =
πab

2
− b

a

(
x
√
a2 − x2 + a2 arcsin

x

a

)
, (2.24)

где a, b — полуоси эллипса. При переходе к полярным координатам можно получить

S =
πc2 shα chα

2
− c2 sh 2α

2

(
sin 2β

2
+ β +

π

2

)
, (2.25)

откуда

dS = −c2 sh 2α

2
(cos 2β + 1) dβ = −c2 sh 2α cos2 β dβ. (2.26)

Из полученного выражения (2.22) находим

∂T

∂n
=

∂T

∂α

∣∣∣∣
α=α1

= − q

с
√
ch2 α1 − cos2 β

{
2c chα2

πλ
−

−
∞∑

n=0

(
nMn(e

α1n−1 − e−α1n−1) +
cn

λeα2n−1

a2n
1− 4n2

e−α1n−1

)
sinnβ

}
. (2.27)

28 Экологический вестник научных центров Черноморского экономического сотрудничества. 2025. Т. 22, № 4. С. 24–30.



Kanareykin A. I. Determination of the thermoelastic state of an eliptical pipe surface for the case of a radiant heat. . .

Тогда, подставив всё в (2.23), с применением численных методов получим

p = αТEχqc sh 2α1

{
2c chα2

πλ
J1+

+

∞∑
n=0

(
nMn(e

α1n−1 − e−α1n−1) +
cn

λeα2n−1

a2n
1− 4n2

e−α1n−1

)
J2

}
, (2.28)

где

J1 =

2π∫
0

cos2 β dβ√
ch2 α1 − cos2 β

, (2.29)

J2 =

2π∫
0

sinnβ cos2 β dβ√
ch2 α1 − cos2 β

. (2.30)

Интегралы (2.29) и (2.30) находятся с применением численных методов в зависимости от
линейных размеров эллиптической оболочки a и b.

3. Анализ полученного решения

Как следует из полученного выражения (2.28), термонапряженность трубы определяет-
ся её геометрическими размерами, интенсивностью внешнего излучения и не обусловлено
конвективным теплообменом.

Выводы

1. В приведённой работе на основе метода Фурье была решена задача теплообмена по
определению температурного поля трубы эллиптического сечения для случая лучистого
теплового потока с одной внешней стороны и при конвективном теплообмене с внутренней.

2. Термонапряженность трубы определяется её геометрическими размерами, интенсивно-
стью внешнего излучения и не обусловлено конвективным теплообменом.

3. Полученный результат может быть использован в инженерных расчётах теплообменных
аппаратов, содержащих теплообменные трубки эллиптического сечения.
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