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Аннотация. В статье дается описание математической модели движения шлюпки усилиями гребца
при помощи отталкивания двух весел от воды с учетом дискретной периодичной их работы на
всем интервале времени движения. В качестве движущей силы шлюпки предлагается использовать
кусочно-непрерывную (разрывную) функцию угла забрасывания весла (лопасти) при непрерывном
времени, которая позволяет успешно интегрировать дифференциальное уравнение движения. В этом
случае движущая сила весел является переменной величиной, зависящей от скорости движения
шлюпки, и заранее неизвестна. Управляющим параметром является постоянная угловая скорость
вращения весел. В статье активно используется аппарат теории обобщенных функций, успешно
применяемый в сочетании с привлечением пакета символьной математики для численного решения
основного уравнения динамики (нелинейное неоднородное дифференциальное уравнение с начальными
условиями). Для выбранных параметров определены путь и скорость движения шлюпки усилиями
гребца.
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Abstract. The article describes a mathematical model of the motion of a dinghy by the efforts of a rower by
pushing two oars away from the water, taking into account their discrete periodic operation over the entire
time interval of movement. As the driving force of the dinghy, it is proposed to use a piecewise continuous
(discontinuous) function of the angle of casting of the paddle (blade) at continuous time, which makes
it possible to successfully integrate the differential equation of motion. In this case, the driving force of
the oars is a variable value, depending on the speed of the boat, and is unknown in advance. The control
parameter is the constant angular velocity of the oars. The article actively uses the apparatus of the theory
of generalized functions, which is successfully applied in combination with the use of a package of symbolic
mathematics for the numerical solution of the basic equation of dynamics (a nonlinear inhomogeneous
differential equation with initial conditions) describing the process of forced oscillations taking into account
viscous friction. For the selected parameters, the path and speed of the boat movement are determined by
the efforts of the oarsman.
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Введение

В данной статье (часть II), являющейся логическим продолжением ранее опубликованной
статьи (часть I) [1], вместо математической модели движения колесного судна исследуется
математическая модель движения шлюпки усилиями гребца (гребная шлюпка).

Как известно, гребная шлюпка — это небольшое беспалубное судно, которое приводится
в движение с помощью вёсел. Оно используется как для транспортировки людей и грузов, так
и для спасательных операций на воде.

Различают шлюпки по типу движителя — гребные, моторные, гребно-парусные, гребно-
парусно-моторные; по назначению — служебные (рабочие, разъездные, командирские), спаса-
тельные и спортивные; по числу вёсел — двухвёсельные, четырёхвёсельные, шестивёсельные,
десятивёсельные и т.д.

Гребные шлюпки разных типов имеют свои ярко выраженные преимущества и недостатки,
поэтому у каждой из них есть свои ниши, где их стоит максимально безопасно и экономически
эффективно использовать.

В статье активно используется аппарат теории обобщенных функций [2–4], успешно при-
меняемый для реализации различных разновидностей метода граничных элементов [5–25],
с привлечением пакета символьной математики Wolfram Mathematica [26,27].

1. Постановка и решение задач

Основная трудность построения математической модели движения шлюпки усилиями
гребца заключается в создании функции движущей силы шлюпки на всем интервале времени
движения с учетом дискретности работы весел. В качестве такой функции предлагается
использовать кусочно-непрерывную (разрывную) функцию угла забрасывания весла (лопасти)
при непрерывном времени, которая позволяет успешно интегрировать дифференциальное
уравнение движения. На рис. 1 изображена шлюпка массы M , движение которой определяется
в неподвижной системе координат (X,Y ) расстоянием S(t). Если в момент времени t шлюпка
приобретет скорость v(t) с помощью движущих сил Q(v(t), ω), то шлюпка будет испытывать
сопротивление R(v(t)). Здесь ω — постоянная угловая скорость весла.
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Рис. 1. Математическая модель шлюпки

Fig. 1. Mathematical model of a boat
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Дифференциальное уравнение движения шлюпки имеет вид

M
d
2
S(t)

dt2
= −R(v(t)) + 2Q(v(t), ω). (1.1)

2. Моделирование работы движения шлюпки усилиями гребца

На рис. 2 показана шлюпка шириной 2l и веслами длиной l + r + b, причем b — длина
лопасти, r — длина весла от воды до уключины, l — длина весла от уключины до рук гребца,
h — осадка. Предполагается, что угол наклона весел к воде мал и поэтому проекция весла на
горизонт воды практически не отличается от реальных размеров весла.

На рис. 3 показана шлюпка в плоскости воды. Гребец вначале забрасывает весла на угол
φ(0) = −φb, затем с помощью усилия на рычаге l отбрасывает лопастью весла воду назад до
угла φ(T ) = φb. Шлюпка получает движущую силу 2Qx = 2Q cosφ(t), зависящую от скорости
шлюпки v(t).

Входящие в правую часть формулы (1.1) элементы (движущая сила и сопротивление)
представимы в виде

R(v(t)) = kp sign(v)v
2 = kp sign(Ṡ)Ṡ

2, (2.1)

где kp = cxAhρ/2; Ah = 2lh; h = M/(2lHρ); kp — величина, пропорциональная динамиче-
ской вязкости; sign — функция знака; Ah — поперечная площадь подводной части шлюпки;
ρ = 103 кг/м3 — плотность воды.

Теперь необходимо определить, с какой силой весло отталкивается от воды. Очевидно,
с такой же силой, с какой весло испытывает сопротивление при движении в воде. Сила

2l

l
r

b bh

r

Рис. 2. Модель шлюпки с веслами

Fig. 2. Model of a rowboat with oars
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Рис. 3. Шлюпка в плоскости воды

Fig. 3. A boat on the water’s surface
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Рис. 4. Закон изменения угла поворота весла в результате 3-х гребков

Fig. 4. The law of change in the angle of rotation of the oar as a result of 3 strokes

сопротивления тонкой пластинки потоку жидкости вычисляется по следующей формуле [28–
30]:

2Q = cxAρu2, (2.2)

где u = ω (r + b/2) − v (t) cos (φ (t)), cx — коэффициент сопротивления тонкой пластинки
(лопасти весла), A = ab — площадь лопасти весла в воде, a — высота лопасти, u — скорость
потока жидкости, перпендикулярная лопасти весла в воде, ω — угловая скорость весла,
действующая против часовой стрелки.

Осадка шлюпки вычисляется согласно закону Архимеда из условия равенства сил тяжести
шлюпки и гребца Mg выталкивающей силы. Согласно [28] коэффициент гидродинамического
сопротивления равен

cx = 0,1 при H/(2l) = 3; cx = 0,06 при H/(2l) = 5.

Дальнейшие исследования проведем для следующих данных:

М = 160 кг, l = 0,45 м, r = 2,1 м, b = 0,4 м,

φb =
π

4
, a = 0,1 м, H = 4 м.

Для принятых данных осадка шлюпки будет h = 0,044 м при H/(2l) = 4,444. На основании
вычисленных данных, осуществив интерполирование, находим cx = 0,07; kp = 1,386 кг/м.

Допустим, что угол φb = π/4 и гребец совершает работу, отталкиваясь о воду, давая
приращение углу ∆φ = 2φb = π/2 за время T . В последующем за то же время весла снова
возвращаются в исходное положение, но движущая сила отсутствует. Таким образом, закон
изменения поворота весла можно выразить формулой (получается кусочно-непрерывная
функция с разрывами при целых значениях τ = t/T , которую можно записать с помощью
обобщенных функций Хевисайда), делая аналитическое продолжение до Np + 1 периодов
и пользуясь методом индукции, для интервала 0 ⩽ τ ⩽ Np + 1 вида

Fs(τ,Np) = F (τ,Np)

1 +

Np+1∑
k=1

{e[τ − 2k]− e[τ − 2k + 1]}

 , (2.3)

где e(τ − 1) =

{
1, τ > 1;

0, τ < 1
— функция Хевисайда [2–4].

Например, на рис. 4 показан закон изменения угла поворота весла в результате 3-х гребков
Задаваясь безразмерным протяжением времени Np = 350 и учитывая нулевые промежутки

движущей силы на относительную скорость потока

U0 = U

1 +

Np+1∑
k=1

(e[τ − 2k]− e[τ − 2k + 1])

 , (2.4)
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Таблица 1. Зависимость периода работы весел T от угловой скорости ω

Table 1. Dependence of the period of operation of the oars T on the angular velocity ω

ω, 1/с π/4 π/2 3π/4 π 5π/4
Т, с 2 1 2/3 1/2 2/5

5050 100100

100100

200200

300300

400400

500500

200200 300300150150 250250

ξξ

350350
ττ

Рис. 5. Функция ξ = ξ(τ) безразмерного пути

Fig. 5. The dimensionless path function ξ = ξ(τ)

5050 100100 200200 300300

0,50,5

1,01,0

1,51,5

150150 250250

ξ´ξ´

ττ
350350

Рис. 6. График предельной скорости ξ′ = ξ′(τ)

Fig. 6. Graph of the maximum speed ξ′ = ξ′(τ)

где U = 2φb(1 + ξ1/2)− ξ′(τ) cos(Fs[τ,Np]), приходим к численному решению дифференциаль-
ного уравнения вида

ξ′′(τ) + 0,0181913 ξ′(τ)2 sign(ξ′(τ)) = 0,58275U2
0 sign(U0) cos(Fs[τ,Np]) (2.5)

при нулевых начальных условиях.
Зависимость периода работы весел T от угловой скорости ω показана в табл. 1.
Численное интегрирование дает следующие результаты, представленные в виде графиков

функций (рис. 5–6).
Так как ξ(350) = 516,2, то реальное расстояние при ω = π/2 с−1 равно S = 1084 м за 5,8 мин.

Среднее значение безразмерной скорости при установившемся движении ξ′sr(350) = 1,4848.
В результате получаем скорость движения шлюпки, равную ν = 11,225 км/ч.

Заключение

В статье приведено описание математической модели движения шлюпки усилиями гребца
при помощи отталкивания двумя веслами от воды с учетом дискретной периодичной их
работы. С помощью пакета символьной математики численно было решено полученное нели-
нейное неоднородное дифференциальное уравнение с начальными условиями. Для выбранных
параметров определены путь и скорость движения шлюпки усилиями гребца.
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