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Аннотация. В работе предложена математическая модель по определению напряженно-
деформированного состояния трансверсально-изотропных тел вращения, находящихся в условиях
краевой задачи теории упругости с одновременным действием массовых сил. Суммарное состояние
является не суммой двух состояний от действия каждого фактора, а результат совокупного механи-
ческого воздействия на внешность и область тела. Для определения упругого поля применен метод
граничных состояний. Разработаны методики формирования базисов внутренних и граничных состо-
яний, сопряженных изоморфизмом, сформулированы определяющие соотношения. Решены первая
и вторая основные задачи теории упругости для кругового цилиндра из горной породы. Проведен
анализ сходимости решений. Результаты представлены в аналитическом и графическом виде.
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Abstract. The paper proposes a mathematical model for determining the stress-strain state of transversely
isotropic bodies of revolution under the conditions of a boundary value problem of elasticity theory with
the simultaneous action of mass forces. The total state is not the sum of two states from the action of
each factor, but the result of the combined mechanical action on the exterior and region of the body. The
boundary state method is used to determine the elastic field. Methods for forming bases of internal and
boundary states associated with isomorphism are developed, and defining relations are formulated. The first
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of the convergence of solutions is carried out. The results are presented in analytical and graphical form.
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Введение

В условиях современного машиностроения, строительства и авиации материалы с анизотроп-
ными упругими свойствами становятся все более популярными, поскольку они обеспечивают
улучшенные характеристики прочности и устойчивости при значительной экономии веса.
Однако анизотропия материалов создает множество сложностей при расчетах и анализе де-
талей, так как их поведение под нагрузкой может значительно отличаться в зависимости от
направления приложения сил.

При анализе деталей из анизотропных материалов важно учитывать как внутренние, так
и внешние воздействия. Внутренние силы, такие как силы инерции, возникают в результате
движения деталей, особенно в динамических системах. Эти силы могут значительно влиять
на распределение напряжений и деформаций внутри материала. Внешние силы, такие как
нагрузки от эксплуатации или воздействия окружающей среды, также играют ключевую роль
в формировании напряженно-деформированного состояния.

К тому же, границы деталей часто накладываются различными кинематическими услови-
ями, что добавляет еще один уровень сложности в расчет. Например, жесткие соединения,
подвижные опоры или фиксированные замыкания могут существенно изменить поведение
конструкции под действием внешних и внутренних сил. Все это создает необходимость в раз-
работке или усовершенствовании методов расчета, чтобы учитывать особенности поведения
анизотропных материалов и их реакцию на различные виды нагрузок.

Массовые или объемные силы в задачах механики твердых тел рассматривались в работах
различного направления. В работе [1] редуцируется обратный метод определения напряженно-
деформированного состояния изотропных упругих тел от действия непрерывных непотенци-
альных объемных сил.

Метод граничных состояний с участием объемных сил для изотропной среды применен
в работе [2]. В работе [3] продемонстрирован прием включения в круг расчетных вопросов
метода граничных состояний объемных сил упругой среды, составляющих линейную комбина-
цию «эталонных» воздействий на односвязное ограниченное тело. В работе [4] разработана
методика получения полнопараметрических решений для анизотропных тел, где возникновение
фиктивных массовых сил являлось следствием применения метода Пуанкаре.

В работе [5] метод граничных состояний применен для решения краевой задачи теории
упругости для трансверсально-изотропного цилиндра с защемленным торцом. В работе [6]
решены контактные осесимметричные задачи без трения для трансверсально-изотропных
цилиндров при наличии массовых сил. По схожей теории в работе [7] построено решение
второй основной задачи для этого же цилиндра.

В рамках настоящей работы предлагается развитие энергетического метода граничных
состояний на класс задач теории упругости с комбинированными граничными условиями при
наличии массовых сил для трансверсально-изотропных тел вращения. Особенность решения
состоит в том, что искомое упругое поле удовлетворяет одновременно заданным условиям на
границе тела и условиям внутри области (массовые силы), а не представляет собой сумму
решений частных задач.

1. Постановка задачи

Рассматривается равновесие трансверсально-изотропного тела вращения. На границе тела
могут быть заданы в условиях первой основной задачи усилия R, Z (рис. 1) и в условиях
второй основной задачи перемещения u,w; одновременно на тело действуют массовые силы X.
Все внешние условия, включая массовые силы, носят осесимметричный характер относительно
оси вращения z. Деформации не превышают упругой зоны.

Целью работы является определение напряженно-деформированного состояния, возникаю-
щего в теле под одновременным воздействием всех этих факторов.
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Рис. 1. Трансверсально-изотропное тело вращения

Fig. 1. Transversally isotropic body of rotation

2. Метод решения

Для решения поставленных задач используется метод граничных состояний (МГС) [8].
МГС является энергетическим методом решения задач уравнений математической физики.

Фундамент метода составляют пространства внутренних Ξ и граничных Γ состояний:

Ξ = {ξ1, ξ2, ξ3, . . . , ξk, . . .} ; Γ = {γ1, γ2, γ3, . . . , γk, . . .} .

Внутреннее состояние определяется наборами компонент вектора перемещений, тензоров
деформаций и напряжений:

ξk = {uk
i , ε

k
ij , σ

k
ij}.

Воспользуемся при построении решения основных задач механики принципом возможных
перемещений при упругом равновесии тела [9]:∫

V

Xu dV +

∫
S

Pvuv dS −
∫
V

σijεij dV = 0. (2.1)

Придавая перемещениям возможные вариации δu, из последнего уравнения вытекает в вариа-
ционное уравнение Лагранжа [9].

Первая основная задача. Заданы массовые силы X ∈ {R, Z} внутри области и усилия на
границе pv ∈ {pr, pz}.

Скалярное произведение в пространстве Ξ внутренних состояний выражается через внут-
реннюю энергию упругого деформирования (отсюда и принадлежность метода к классу
энергетических). Например, для 1-го и 2-го внутреннего состояния тела, занимающего об-
ласть V

(ξ1, ξ2) =

∫
V

ε1ijσ
2
ij dv, (2.2)

причем в силу коммутативности состояний среды

(ξ1, ξ2) = (ξ2, ξ1) =

∫
V

ε1ijσ
2
ij dV =

∫
V

ε2ijσ
1
ij dV.

Граничное состояние γk, в зависимости от традиционного γk = {uk
vi, p

k
i }, определяемого

в [8], будем формировать наборами компонент вектора перемещения точек границы uvi,
поверхностными усилиями pi и массовыми силами Xi (последнее условно в силу того, что
массовые силы не относятся к элементу поверхности тела):

γk = {uk
vi, p

k
i , X

k
i }, pki = σk

ijnj ,

где nj — компонента нормали к границе.

16 Экологический вестник научных центров Черноморского экономического сотрудничества. 2025. Т. 22, № 4. С. 14–23.



Ivanychev D.A. et al. Solution of the main boundary value problems of elasticity theory for an anisotropic cylinder. . .

В пространстве граничных состояний Γ согласно (2.1) скалярное произведение выража-
ет работу внешних сил по поверхности тела dS и работу массовых сил на перемещениях
внутренних точек тела ui, например, для 1-го и 2-го состояния:

(γ1, γ2) =

∫
S

p1iu
2
vi dS +

∫
V

X1
i u

2
i dV , (2.3)

причем в силу принципа возможных перемещений

(γ1, γ2) = (γ2, γ1) =

∫
S

p1iu
2
vi dS +

∫
V

X1
i u

2
i dV =

∫
S

p2iu
1
vi dS +

∫
V

X2
i u

1
i dV .

В случае гладкой границы и в силу (2.2) оба пространства состояний являются гильбертовыми
и сопряжены изоморфизмом. По определению, каждому элементу ξk ∈ Ξ соответствует
единственный элемент γk ∈ Γ, причем это соответствие взаимно-однозначное: ξk ↔ γk. Это
позволяет отыскание внутреннего состояния свести к построению изоморфного ему граничного
состояния. Последнее существенно зависит от краевых условий.

Базисы пространств необходимо проортонормировать. Ортонормирование базиса простран-
ства Ξ осуществляется по разработанному рекурсивно-матричному алгоритму ортогонализа-
ции [10], где в качестве перекрестных скалярных произведений принимается (2.2).

Проблема сводится к разрешающей системе уравнений относительно коэффициентов Фурье
разложения искомых внутреннего ξ и граничного γ состояний в ряд по элементам ортонорми-
рованного базиса

ξ =

∞∑
k=1

ckξk; γ =

∞∑
k=1

ckγk

или в развернутом виде

pi =

∞∑
k=1

ckp
k
i ; ui =

∞∑
k=1

cku
k
i ; (2.4)

σij =

∞∑
k=1

ckσ
k
ij ; εij =

∞∑
k=1

ckε
k
ij ; Xi =

∞∑
k=1

ckX
k
i .

Коэффициенты Фурье имеют вид

ck =

∫
V

Xuk dV +

∫
S

pvu
k
v dS,

где u и uk
v — вектор перемещения в k-ом базисном элементе базисов внутренних (2.1) и гра-

ничных (2.4) состояниях.

Вторая основная задача. Заданы массовые силы X ∈ {R, Z} и перемещения точек границы
uv ∈ {u, w}.

Во второй основной задаче в процессе ортогонализации используются скалярные произве-
дения (2.2) и (2.3) соответственно в базисе внутренних и граничных состояний. Ортонормиро-
ванность базиса граничных состояний позволяет для его элементов записать∫

V

Xiuj dV +

∫
S

pj
vu

i
v dS +

∫
V

Xjui dV +

∫
S

pi
vu

j
v dS = 2δij . (2.5)

Заменяя в (2.5) базисные механические элементы Xj , uj
v заданными X, uv и осуществляя

перебор по индексу j, образуем матрицы коэффициентов

βij =

∫
V

Xi uj dV +

∫
S

pj
vu

i
v dS; αj =

∫
V

Xuj dV +

∫
S

pj
vuv dS;
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A = [αj ]N ; B = [βij ]N×N .

Коэффициенты Фурье c = {ck}N в случае второй основной задачи рассчитываются так

c = {ck}N = B−1A, (2.6)

где N — число используемых элементов базиса. Окончательно решение имеет вид (2.4).
Во всех задачах тестирование коэффициентов Фурье осуществляется подстановкой одного

из базисных элементов с соответствующими граничными условиями (ГУ) в качестве заданного,
при этом должны выполняться условия cn = 1, n — номер тестируемого элемента, остальные
коэффициенты Фурье должны равняться нулю.

3. Общее решение

В работе [11] на основе метода интегральных наложений установлена зависимость между
пространственным напряженным и деформированным состоянием упругого трансверсально-
изотропного тела и определенными вспомогательными двумерными состояниями, компоненты
которого зависят от двух координат z и y (переменных).

В качестве плоских вспомогательных состояний используется плоская деформация, возни-
кающая в цилиндрах, имеющих в каждой точке плоскость упругой симметрии, параллельную
плоскости zy (направление η) [11]:

σpl
z = −Re[γ2

1φ
′

1 (ς1) + γ2
2φ

′

2 (ς2)];

σpl
y = Re[φ

′

1 (ς1) + φ
′

2 (ς2)]; σpl
zy = −Re[γ1φ

′

1 (ς1) + γ2φ
′

2 (ς2)];

σpl
η = νrσ

pl
y + νz

Er

Ez
σpl
z ; τzθ = 0; τrθ = 0; (3.1)

upl
z = Re[p1φ1 (ς1) + p2φ2 (ς2)];

upl
y = Re[iq1φ1 (ς1) + iq2φ2 (ς2)],

где константы q1 и p1 определены упругими параметрами материала; ςj = z/γj + iy, γj —
комплексные корни характеристического уравнения(

1− ν2z
Er

Ez

)
γ4
j −

[
Ez

Gz
− 2νz(1 + νr)

]
γ2
j + (1− ν2r )

Ez

Gr
= 0,

функции φj(ςj) — аналитические по своим переменным.
Используя соотношения (3.1), осуществляется переход к осесимметричному пространствен-

ному состоянию в цилиндрических координатах [11]:

σz =
1

π

r∫
−r

σpl
z√

r2 − y2
dy; σzr =

1

π

r∫
−r

σpl
zy

r
√
r2 − y2

dy; σzθ = σrθ;

σr − σθ =
1

π

r∫
−r

(σpl
y − σpl

η )(2y2 − r2)

r2
√
r2 − y2

dy; σr + σθ =
1

π

r∫
−r

(σpl
y + σpl

η )√
r2 − y2

dy; (3.2)

u =
1

π

r∫
−r

upl
y

r
√
r2 − y2

dy; w =
1

π

r∫
−r

upl
z

r
√

r2 − y2
dy; v = 0.

Выражения (3.2) определяют осесимметричное напряженно-деформированное состояние в лю-
бой точке однородного сплошного тела.
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4. Состояние от массовых сил и формирование базиса

Основной сложностью формирования решения в МГС является конструирование базиса
внутренних состояний, который опирается на общее или фундаментальное решение для среды,
также возможно использование каких-либо частных или специальных решений.

Для построения поля перемещений от массовых сил для плоских вспомогательных состояний
применяется фундаментальная ортонормированная система многочленов yαzβ , которую можно
поместить в любую позицию вектора перемещения upl(y, z), образуя некоторое допустимое
упругое плоское вспомогательное состояние

upl = {{yαzβ ,0}, {0, yαzβ}}.

Перебор всевозможных вариантов в пределах α+ β ⩽ n, (n = 1, 2, 3, . . .) позволяет получить
множество состояний. Далее согласно (2.1) определяются компоненты вектора перемещения
пространственного осесимметричного состояния и по цепочке (2.1)–(2.3) определяются соот-
ветствующие тензоры деформаций, напряжений и массовые силы, образуя конечномерный
базис в задаче от массовых сил

ΞХ =
{
ξХ
1 , ξ

Х
2 , ξ

Х
3 , . . . , ξ

Х
k , . . .

}
.

Базисные наборы в задаче эластостатики можно конструировать, генерируя возможные вари-
анты для двух аналитических функций φ1 (ς1) и φ2 (ς2) плоского вспомогательного состояния
(3.1).

Базисные внутренние состояния в этом случае генерируются согласно наборам(
φ1 (ς1)
φ2 (ς2)

)
∈
{(

ςn1
0

)
,

(
0
ςn2

)
,

(
iςn1
0

)
,

(
0
iςn2

)
, . . .

}
, n = 1, 2, . . .

Определяются все механические характеристики плоского вспомогательного состояния, далее
следует переход к трехмерному состоянию по зависимостям (3.2), образуя конечномерный
базис в задаче эластостатики

ΞS =
{
ξS1 , ξ

S
2 , ξ

S
3 , . . . , ξ

S
k , . . .

}
.

В первой основной задаче используется базис (3.1), построенный только на элементах состояний
от действия массовых сил.

Во второй основной задаче используется объединенный базис

Ξ =
{
ξS1 , ξ

Х
2 , ξ

S
3 , ξ

Х
4 , ξ

S
k−1, ξ

Х
k , . . .

}
,

в противном случае будет наблюдаться расходимость решения.

5. Решение задач

Исследуем упругое состояние трансверсально-изотропного кругового цилиндра из гор-
ной породы алевролита крупного темно-серого [9]. После процедуры обезразмеривания па-
раметров задачи (аналогия которой приведена в работе [12]) цилиндр занимает область
V = {(z, r) | 0 ⩽ r ⩽ 1, −2 ⩽ z ⩽ 2} и упругие характеристики материала: Ez = 6,21; Er = 5,68;
Gr = 2,29; Gz = 2,55; νz = 0,22; νr = 0,24.

Первая основная задача. Рассмотрим для цилиндра первую основную задачу механики
с внешними усилиями, имитирующими однородное растяжение вдоль оси z и неоднородное —
вдоль оси r:

pr = 0; pz = −1, S1 | z = −2, 0 ⩽ r ⩽ 1;

pr = 0; pz = 1, S2 | z = 2, 0 ⩽ r ⩽ 1;
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Таблица 1. Компоненты вектора перемещения в первой основной задаче

Table 1. The components of the displacement vector in the first main problem

n u w

ξ1 0 0,263 z

ξ2 0,18528 r −0,10429 z

ξ3 0 0,11427z2

ξ4 0,15544 rz −0,04374z2

ξ5 −0,3983 rz 0,32323 r2 + 0,01121 z2

pr = 4− z2; pz = 0, S3 | r = 1, −2 ⩽ z ⩽ 2

и массовыми силами X = {r2, z}.
После построения базиса внутренних состояний, процедуры его ортонормирования и исклю-

чения линейно зависимых элементов, базисный набор для компонент вектора перемещения
представлен в табл. 1 (показано 5 элементов).

При решении использовался базис из 52 элементов. Базис в 52 элемента брался из расчета
необходимого для достижения высокой точности количества элементов, достаточного для того,
чтобы считать решение практически строгим. Приближенное решение имеет аналитический
вид (приведем выражения для перемещений и массовых сил):

u = [479558 r − 1273,25r3 − 791,76r5 + 156,23r7 − 12190,3rz2+

+ 665r3z2 − 393,48r5z2 + 1,54r7z2 − 281,27rz4 + 40,083r3z4+

+ 141,88r5z4 + 124,87rz6 − 78,874r3z6 + 3,105rz5] · 10−5;

w = [10005,1z + 11670,4 r2z + 135,833 r4z − 88,783 r6z+

+ 8,0848r8z + 100z3 − 936,646r2z3 + 853,594r4z3 − 6,3186r6z3+

+ 153,371z5 − 191,719r2z5 − 139r4z5 − 24,56z7 ++41,8r2z7] · 10−5.

Полученные компоненты напряженно-деформированного состояния удовлетворяют всем соот-
ношениям теории упругости [13].

Следует отметить, что сходимость в направлении поверхностных сил наблюдается быстрее,
чем в направлении массовых сил. Поверхностные силы восстанавливаются с достаточной
точностью уже при использовании 20 элементах базиса. Для достижения удовлетворительной
точности в отношении массовых сил такого количества используемых элементов недостаточно.

При практической реализации приема решения первой основной задачи для цилиндра
и его тестирования при различных видах функций заданных массовых сил наблюдалась
следующая особенность: если область интегрирования V симметрична относительно плоскости
z = 0, то сходимостью решения в части восстановления массовых сил обладают задачи
с кососимметричной относительно этой плоскости компонентой массовых сил Z, например
Z = zn, n = 1, 3, 5, . . .. Это связано с видом базисных функций и, естественно, ограничивает
круг рассматриваемых задач.

Вторая основная задача. Пусть теперь этот же цилиндр находится под действием массовых
сил X = {r, z3} при условии того, что теперь его граница защемлена uv = 0.

После процедуры ортонормирования и исключения линейно-зависимых элементов базисный
набор для компонент вектора перемещения представлен в табл. 2 (показано 8 элементов).

Проверка результата и оценка точности решения осуществляется сопоставлением заданных
ГУ с восстановленными в результате решения (рис. 2), а также сопоставлением полученного
поля массовых сил с заданным полем. Здесь заданные ( ) и восстановленные ( ) ГУ
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Таблица 2. Компоненты вектора перемещения во второй основной задаче

Table 2. Components of the displacement vector in the second main problem

n u w

ξ1 0 0,26389z

ξ2 0,18528r −0,10429z

ξ3 0 0,11427z2

ξ4 0,14435rz 0,06455r2 − 0,04062z2

ξ5 0.07007rz −0,31671r2 − 0,01972z2

ξ6 −0,09r − 0,02311r3 + 0,08488rz2 0,18204z + 0,08488r2z − 0,05612z3

ξ7 −0,0585r − 0,01502r3 + 0,0551rz2 −0,2335z + 0,0551r2z + 0,05149z3

ξ8 0,19119r − 0,03733r3 − 0,11539rz2 −0,2256z + 0,278r2z + 0,02165z3

а) б)

в) г)

Рис. 2. Верификация граничных условий: a) компонента u на границе S1, б) компонента w

на границе S1, в) компонента u на границе S3, г) компонента w на границе S3

Fig. 2. Verification of boundary conditions: а) component u at the boundary S1, б) component w at boundary S1,
в) component u at boundary S3, г) component w at boundary S3

изображены на рис. 2 в масштабе. Например, истинное значение на графике рис. 2а равно
значению на графике, умноженному на коэффициент κ. Аналогично и для выражений.

Полученные массовые силы имеют вид (κ = 10−5):

R = 97140,3r + 11750,7r3 − 9911,8r5 + 394,636rz2 − 786,119r3z2 + 35,973rz;

Z = −294,709z + 570,086r2z − 412,157r4 + 100228z3 − 14,666r2z3 − 56,777z5.

При практической реализации приема решения второй основной задачи для цилиндра и его
тестирования при различных видах функций заданных массовых сил, наблюдалась следующая
особенность. Если область интегрирования V симметрична относительно плоскости z = 0, то
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задачи с несимметричной и не кососимметричной относительно этой плоскости компонентой Z,
например Z = z+1, сходимостью решения в области восстановления массовых сил не обладают.
Для получения корректного решения в этом случае необходимо задать несимметричную
относительно плоскости z = 0 область цилиндра V , например с координатой 0 ⩽ z ⩽ 4.

Заключение

Метод граничных состояний действительно обладает значительными преимуществами,
особенно в области решения задач, связанных с деформируемыми телами. Одним из ключевых
его достоинств является то, что ортонормированный базис формируется единожды и может
быть многократно использован для решения различных задач, относящихся к одному и тому
же типу. Это существенно экономит время и ресурсы в процессе численного моделирования,
поскольку уже созданный базис не требует повторной переработки для новых расчетов.

В процессе применения метода граничных состояний и работы с базисными элементами,
удовлетворяющими уравнениям теории упругости, необходимо понимать, что это создает
основу для получения решений с высокой степенью точности и надежности. Когда мы говорим
о линейных комбинациях базисных элементов, это означает, что мы можем создавать слож-
ные формы деформаций и напряжений, комбинируя эти базисные функции, не беспокоясь
о нарушении физики задачи.

Такой подход позволяет проводить анализ даже в наиболее сложных геометрических конфи-
гурациях, где традиционные методы могут исчерпывать свои возможности. Например, задачи,
связанные с анализом напряжений в конструкциях с резкими изгибами, острыми углами
или неравномерными распределениями нагрузок, требуют особого внимания. Использование
заранее подобранных базисных функций позволяет моделировать такие сложные ситуации
с высокой точностью, что обеспечивает более глубокое понимание поведения материалов под
воздействием различных факторов.
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