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Аннотация. Работа посвящена вопросам термоупругости термоупругого цилиндра эллиптического
сечения. В ней рассматривается задача о распределении температурного поля тела эллиптического
сечения с внутренним источником теплоты при внешнем теплообмене и поступающим тепловым
потоком с другой стороны. Для её решения в работе рассматривается решение уравнения Лапласа в
эллиптической системе координат. Основным методом является метод Фурье. Полученное выражение
температурного поля цилиндра позволило определить возникающие внутренние термонапряжения.
Полученный результат может быть использован в инженерных расчётах теплообменных аппаратов и
солнечных коллекторов.
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Abstract. The work is devoted to the issues of thermoelasticity of the state of an elliptical cylinder.
It considers the problem of the distribution of the temperature field of an elliptical body with an internal
heat source during external heat exchange and the incoming heat flow from the other side. To solve it, the
paper considers the solution of the Laplace equation in an elliptic coordinate system. The main method is
the Fourier method. The obtained expression of the temperature field of the cylinder made it possible to
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Введение

Цилиндрические оболочки широко используются в качестве ответственных элементов раз-
личных промышленных сооружений (нефте- и газопроводов, топливных резервуаров, газовых
баллонов и т.п.). Специфическая длительная эксплуатация таких конструкций способствует
их повреждению, которое возникает как под воздействием внешних условий среды (напри-
мер, коррозии), так и под влиянием механических факторов. Все эти повреждения можно
рассматривать как эффективные концентраторы напряжений, которые могут спровоцировать
деформацию, выпучивание и, как следствие, привести к разрушению конструкций. Особого
внимания заслуживают цилиндрические оболочки с эллиптическим сечением в связи с их
возросшим использованием [1–4].

Актуальность данной статьи связана с возросшим использованием оболочек с эллипти-
ческим сечением. Их способность выдерживать высокие уровни осевого сжатия является
полезной во многих случаях, когда большая часть конструкции нагружена в мембранном
состоянии, а ее эффективность обусловлена отсутствием сквозных градиентов напряжений
по толщине. Также цилиндрические оболочки являются одним из наиболее широко исполь-
зуемых конструктивных элементов, встречающихся в теплотехнике, механике и ядерной
энергетике [5–11].

Целью данной работы является определение термоупругого состояния поверхности цилин-
дра эллиптического сечения с внутренним источником теплоты при внешнем теплообмене и
лучистым тепловым потоком, поступающим с одной внешней стороны. Задачами исследования
был анализ методов решения уравнения Пуассона в эллиптической системе координат [12–19].

Научная новизна исследования заключается в том, что в работе был рассмотрен несиммет-
ричный случай распределения температурного поля при смешанных граничных условиях.

1. Постановка задачи

Рассмотрим цилиндр эллиптического сечения с полуосями a и b, внутри которого действует
одинаковый источник теплоты мощностью qv. Сама задача об определении двумерного стаци-
онарного температурного поля по сечению цилиндра сводиться к решению краевой задачи
для уравнения Пуассона

∆T +
qv
λ

= 0, (1.1)

где qv — удельная мощность внутреннего источника, λ — коэффициент теплопроводности
материала цилиндра. При этом граничные условия на поверхности цилиндра неоднородны: на
поверхности происходит теплообмен и сверху падает лучистый тепловой поток максимальной
мощностью q0

λ gradT = q0 sinβ − α(T − T0), (1.2)

где α — коэффициент теплоотдачи между средой и поверхностью цилиндра, T0 — температура
окружающей среды.

2. Построение решения задачи

Уравнение Пуассона (1.1) в эллиптических координатах (µ, ν) имеет вид

1

c2(ch2 µ− cos2 ν)

(
∂2T

∂µ2
+

∂2T

∂ν2

)
= −qv

λ
, c =

√
a2 − b2, (2.1)

а само граничное условие (1.2) при µ = µ0 примет вид

λ
1

c
√
ch2 µ0 − cos2 ν

∂T

∂α
= q0 sinβ − α(T − T0). (2.2)

50 Экологический вестник научных центров Черноморского экономического сотрудничества. 2026. Т. 23, № 1. С. 49–55.

https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.en


Kanareykin A. I. Determination of the thermoelastic state of an elliptical cylinder with an internal heat source. . .

Подстановка вида [20]

T = U(µ, ν)− qvc
2

4λ

(
sh2 µ+ cos2 ν

)
(2.3)

преобразует уравнение (2.1) в уравнение Лапласа

∂2U

∂µ2
+

∂2U

∂ν2
= 0. (2.4)

В этом случае граничное условие (2.2) примет вид

1√
ch2 µ0 − cos2 ν

(
∂U

∂µ
− qv

4λ
c2 sh 2µ0

)
=

q0
λ

sin ν + Bi
[ qv
4λ

c2(sh2 µ0 + cos2 ν) + T0 − U
]
, (2.5)

где Bi = hc/λ — число Био.
Решение уравнения (2.4) имеет вид

U(µ, ν) =

∞∑
n=0

(An chnµ cosnν +Bn shnµ sinnν). (2.6)

Из соображений симметрии следует положить Bn = 0, тогда

U(µ, ν) =

∞∑
n=0

An chnµ cosnν. (2.7)

Постоянные An найдём из граничного условия (2.5)

1√
ch2 µ0 − cos2 ν

( ∞∑
n=0

nAn shnµ0 cosnν − qν
4λ

c2 sh 2µ0

)
=

+Bi

[
qv
4λ

c2(sh2 µ0 + cos2 ν) + T0 −
∞∑

n=0

An chnµ cosnν

]
. (2.8)

Так как √
ch2 µ0 − cos2 ν =

a0
2

+

∞∑
n=1

a2n cosnν, (2.9)

то выражение (2.8) примет вид

∞∑
n=0

nAn shnµ0 cosnν − qν
4λ

πc2 sh 2µ0 =
q0
λ

(
a0
2

cos ν +

∞∑
n=1

a2n cos 2nν cos ν

)
+

+Bi
c2qν
4λ

(
sh2 µ0

√
ch2 µ0 − cos2 ν +

√
ch2 µ0 − cos2 ν cos2 ν

)
+BiT0

√
ch2 µ0 − cos2 ν−

− Bi

(
a0
2

∞∑
n=0

An chnµ0 cosnν +

∞∑
n=1

a2n cos 2nν

∞∑
n=0

An chnµ0 cosnν

)
(2.10)

и, интегрируя по ν от 0 до π, получим

− qνπ

4λ
c2 sh 2µ0 =

q0
λ

(
a0 + 2

∞∑
n=1

(−1)n
a2n

1− 4n2

)
+

+Bi
c2qν
4λ

sh2 µ0

π∫
0

√
ch2 µ0 − cos2 ν dν +

π∫
0

√
ch2 µ0 − cos2 ν cos2 ν dν

+

+BiT0

π∫
0

√
ch2 µ0 − cos2 ν dν − π

2
Bi(a0A0 + ch 2nµ0a2nA2n). (2.11)
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Откуда

A2n =

{
4T0 chα0

Bi
E

(
1

chµ0
,
π

2

)
+

2q0
λBi

a2n
1− 4n2

+

+
qvc

2 chµ0

2λ

[
sh2 α0E

(
1

chµ0
,
π

2

)
+

sh2 µ0

3
F

(
1

chµ0
,
π

2

)
+

(
2− ch2 µ0

3

)
E

(
1

chµ0
,
π

2

)]}
:

π ch 2nµ0a2n, n = 0, 1, 2, . . . . (2.12)

Коэффициенты a2n определяются по формуле

a2n =
2

π

π∫
0

√
ch2 µ0 − cos2 ν cosnν dν =

=
2 chµ0

π

[
B

(
2n+ 1

2
,
1

2

)
× F1

(
2n+ 1

2
,−1

2
, n+ 1,

1

ch2 µ0

)
−

− C2
2nB

(
2n− 1

2
,
3

2

)
× F1

(
2n− 1

2
,−1

2
, n+ 1,

1

ch2 µ0

)
+ . . .

]
, (2.13)

где B(y, z) — бэта-функция, F1(y, z,m; k) — гипергеометрическая функция. Откуда

a0 =
2 chµ0

π

[
B

(
1

2
,
1

2

)
× F1

(
1

2
,−1

2
, 1,

1

ch2 µ0

)]
= 2 chµ0. (2.14)

Окончательно искомое распределение температуры описывается уравнением

T (µ, ν) =

∞∑
n=0

A2n ch 2nµ cos 2nν − qvc
2

4λ

(
sh2 µ+ cos2 ν

)
. (2.15)

Теперь перейдём к вопросу определения внутренних напряжений в стенке цилиндра. Распре-
деление внутренней нагрузки найдём по формуле [21]

p = αTEχ

∫
L

∂T

∂n
dS, (2.16)

где αT — коэффициент линейного расширения, E — модуль Юнга, χ — коэффициент размер-
ности.

Воспользуемся формулой для нахождения площади сегмента эллипса

S =
πab

2
− b

a

(
x
√
a2 − x2 + a2 arcsin

x

a

)
, (2.17)

где a, b — полуоси эллипса. При переходе к эллиптическим координатам можно получить

S =
πc2 shµ chµ

2
− c2 sh 2µ

2

(
sin 2ν

2
+ ν +

π

2

)
, (2.18)

откуда

dS = −c2 sh 2µ

2
(cos 2µ+ 1) dν = −c2 sh 2µ cos2 ν dν. (2.19)

Из полученного выражения (2.15) находим производную по направлению

∂T

∂n
=

∂T

∂µ

∣∣∣∣
µ=µ0

= − 1√
ch2 µ0 − cos2 ν

[ ∞∑
n=0

2nA2n sh 2nµ0 cos 2nν +
qvc

4λ
sh(2µ0)

]
. (2.20)
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Тогда, подставив всё в выражение (2.21), получим

p = αTEχ

[
qvc

4λ

3
sh2(2µ0)J +

∞∑
n=0

2nA2n sh 2nµ0J2n

]
, (2.21)

где

J =

π∫
−π

cos2 νdν√
ch2 µ0 − cos2 ν

, (2.22)

J2n =

π∫
−π

cos 2nν cos2 ν dν√
ch2 µ0 − cos2 ν

. (2.23)

При этом интегралы (2.22) и (2.23) находятся с применением численных методов в зависимости
от линейных размеров эллиптической оболочки a и b.

3. Анализ полученного решения

Как следует из полученного выражения (2.21), величина возникающих термонапряже-
ний определяется геометрическими размерами рассматриваемого цилиндра, интенсивностью
теплообмена и интенсивностью внешнего излучения.

Выводы

1. В приведённой работе на основе метода Фурье была решена задача по определению
температурного поля цилиндра эллиптического сечения с внутренним источником теплоты
при внешнем теплообмене и лучистым тепловым потоком, поступающим с одной внешней
стороны. Что позволило определить возникающие внутренние напряжения.

2. Как следует из полученного выражения величина возникающих термонапряжений опреде-
ляется геометрическими размерами рассматриваемого цилиндра, интенсивностью теплообмена
и интенсивностью внешнего излучения.

3. Полученный результат может быть использован в инженерных расчётах теплообменных
аппаратов и солнечных коллекторов.
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