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Аннотация. Рассмотрена задача об установившиеся колебаниях пьезоэлектрического пакета одно-
родных слоев, вызванных действием локальных поверхностных и/или внутренних гармонические
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отдельного класса геофизических сред, моделируемых слоистыми структурамии, обладающими элек-
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числе локализационные, физических полей, генерируемых поверхностными источниками и интер-
фейсными дефектами в электроупругих слоистых структурах. Основу подхода составляют метод
блочного элемента и теория «вирусов» вибропрочности. Приведены результаты модельных расчетов
для анизотропного электроупругого слоя с осесимметричной трещиной.
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Abstract. The authors considered the problem of steady-state vibrations of a piezoelectric package of
homogeneous layers caused by local surface and/or internal harmonic mechanical and/or electrical loads.
We presented an analytical approach to studying coupled fields excited by harmonic loads of varying nature
and localization for a specific class of geophysical media modeled by layered structures with electroelastic
properties and containing defects. This approach will allow us to study the properties, including localization,
of physical fields generated by surface sources and interface defects in electroelastic layered structures. The
approach is based on the block element method and the theory of vibration-strength “viruses”. The results
of model calculations for an anisotropic electroelastic layer with an axisymmetric crack are presented.
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Введение

В настоящее время аппаратурные комплексы геофизических обсерваторий обеспечивают
регистрацию колебаний локальных образований горной породы практически на всех этапах
развития очагов сейсмических событий, масштаб которых определяется активностью сфор-
мировавшихся сейсмотектонических «резонаторов» [1]. В работах [2, 3 и др.] представлены
результаты изучения откликов геосреды на воздействия электромагнитных и механических
импульсов и вибраций, позволившие заключить, что для изучения механизма процессов раз-
рядки избыточных напряжений и решения проблемы высвобождения энергии в земной коре
перспективным является использование нагружения с помощью вибраций и электромагнитных
полей [2]. Особый интерес вызывает исследование сейсмических процессов и сопутствующих
гравито-магнитных возмущений, предваряющих развитие сейсмических катастроф [1–4].

Осадочные толщи платформенных областей, умеренно неоднородные по вертикали, за-
частую моделируются слоистыми структурами. В последние десятилетия в сейсморазведке
в связи с возросшей детальностью исследований используются все более сложные модели,
разработаны новые подходы и методики по источникам зондирующих сигналов, а также
обработке и интерпретации данных [3]. Массивы горной породы, вовлеченные в колебательное
движение, обладают сложными физико-механическими свойствами. Для выбора адекватной
модели необходимо исследовать процессы в разных моделях сред, в том числе электро-, поро-
и термоупругих [5,6 и др.]. Представленный в работе подход позволяет изучить генерируемые
источниками различной природы, реально существующими в геофизической среде, волновые
поля в слоистых средах, обладающих электромеханическими свойствами. Широкий круг задач
для таких сред представлен в монографиях [7,8].

Применяемые механико-математические модели всегда идеализируют те или иные свойства
геологической среды, однако результаты исследования электроупругих задач для слоистых
структур с планарными дефектами могут найти приложения в решении проблемы оценки
влияния механических вибраций и электрических воздействий на микросейсмичность. Исполь-
зование таких моделей дает возможность произвести оценку характеристик происходящих
деформационных процессов, недоступных для прямых измерений и способствует пониманию
различных проявлений сейсмичности, в частности наведенной гармоническими механическими
и/или электрическими воздействиями.

1. Постановка задачи и метод решения

Рассмотрим задачу об установившиеся колебаниях пьезоэлектрического пакета однородных
слоев (−H ⩽ x3 ⩽ 0, −∞ ⩽ x1, x2 ⩽ ∞), вызванных действием локальных поверхностных
(в области Ω плоскости x3 = 0) гармонических механических и/или электрических нагрузок.
Кроме того, колебания могут возбуждаться внутренними плоскими дефектами.

Электроупругие колебания каждого слоя {−∞ ⩽ x1, x2 ⩽ ∞; hn ⩽ x3 ⩽ hn+1; n = 1, N},
hN+1 = 0, h1 = −H с плотностью ρ(n) и упругими, электроупругими, диэлектрическими
тензорами C

(n)
ijkl, e

(n)
ijk , ε(n)ij , соответственно, в квазистатическом приближении описываются

уравнениями [9]

∂σ
(n)
jk

∂xk
+ ρ(n)ω2u

(n)
j = 0, σ

(n)
ij = C

(n)
ijkls

(n)
kl − e

(n)
ijkE

(n)
k ,

∂D
(n)
j

∂xj
= 0,
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D
(n)
j = e

(n)
jkls

(n)
kl + ε

(n)
jk E

(n)
k , s

(n)
ij =

1

2

(
∂u

(n)
i

∂xj
+

∂u
(n)
j

∂xi

)
, E

(n)
j = −∂φ(n)

∂xj
, i, j, k, l = 1, 3.

Здесь все соотношения записаны для амплитудных характеристик, при этом использованы
обозначения: σ(n)

ij — элементы тензора напряжений, ω — круговая частота, u(n) =
{
u
(n)
j

}
—

вектор перемещений, C(n)
ijkl — компоненты тензора упругости, D(n)

j — составляющие вектора

электрической индукции, e(n)ijk — пьезоэлектрические постоянные, ekji — компоненты вектора
напряженности электрического поля, φ(n) — электрический потенциал. Временной множитель
e−iwt всюду опущен.

Следуя [7], введем в рассмотрение четырехмерные расширенные вектора смещений w(k) и
напряжений τ (k). Кроме составляющих вектора перемещений четвертым компонентом w(k)

вводится потенциал электрического поля φ(k). При этом компоненты вектора механических
напряжений и нормальная составляющая вектора электрической индукции d(k) полагаются
элементами расширенного вектора напряжений τ (n).

Кроме того, в дальнейшем для w(k) и τ (k) использованы также дополнительные обозначения:
w±

k , τ
±
k , где для w±

k :

w−
k (x1, x2) = lim

x3→hk

w(k−1) (x1, x2, x3) , w+
k (x1, x2) = lim

x3→hk

w(k) (x1, x2, x3) ;

для τ±
k :

τ−
k (x1, x2) = lim

x3→hk

τ (k−1) (x1, x2, x3) , τ+
k (x1, x2) = lim

x3→hk

τ (k) (x1, x2, x3) .

Тогда на поверхности электроупругой среды можно сформулировать, например, следующие
граничные условия, считая, что в области Ω заданы механические условия в перемещениях, а
поверхность электродирована. При этом вне Ω диэлектрическая проницаемость контактирую-
щей с пакетом среды мала (задано граничное условие, указывающее на нулевую нормальную
компоненту вектора электрической индукции) и механические напряжения отсутствуют:

x3 = hN+1 : w−
N+1 = w0

N+1 (x1, x2) , (x1, x2) ∈ Ω, (1.1)

τ−
N+1 = 0, (x1, x2) /∈ Ω.

На нижней грани пакета можно сформулировать различные электромеханические условия.
Будем полагать, что нижняя поверхность сцеплена с недеформируемым основанием и закоро-
чена:

x3 = h1 : w+
1 = 0, −∞ < x1, x2 < ∞. (1.2)

Для слоистой структуры необходимо задать граничные условия для описания различных
типов взаимодействий между ее составляющими. На границах раздела слоев при отсутствии
дефектов задаются условия непрерывности смещений, потенциала, нормальных и касательных
напряжений и нормальной компоненты электрической индукции (идеальный контакт или
жёсткое сцепление сред). При наличии интерфейсных трещин или включений (неидеальный
контакт) приходим к задаче с разрывными условиями в плоскостях дефектов, так как в
областях неоднородностей возникают скачки w∗ = w+ −w− или τ ∗ = τ+ − τ−.

В силу линейности задачи в случае присутствия в среде планарных дефектов различных
типов (трещин и жестких включений) можно рассматривать отдельно задачи с однотипными
неоднородностями. Тогда при наличии трещин, занимающих односвязные области Ωjn, на
межслойных границах (x3 = hn) задаются следующие условия:

x3 = hn : τ jn = τ−
jn = τ+

jn, (x1, x2) ∈ Ωjn, (1.3)
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w∗
jn = w+

jn −w−
jn = 0, (x1, x2) /∈

Mn⋃
j=1

Ωjn.

В тех случаях, когда в плоскостях x3 = hn присутствуют жесткие включения, занимающие
области Ω̃jn, используются граничные условия

x3 = hn : wjn = w−
jn = w+

jn, (x1, x2) ∈ Ω̃jn,

τ ∗
jn = τ+

jn − τ−
jn = 0, (x1, x2) /∈

Mn⋃
j=1

Ω̃jn.

Задача может быть решена методом блочного элемента с применением теории «вирусов»
вибропрочности [10]. Принимая в качестве границ блоков интерфейсные плоскости и плоскости
дефектов и основываясь на формализме работы [11] для совокупности плоских трещин, задача
приводится к матрично-функциональной системе

KU∗ = T̃.

Здесь K — блочная матрица, элементы которой зависят от частоты, упругих, электроупругих
свойств слоев,

T̃ =
{
T2, . . . ,TN ,W0

N+1

}
, U∗ = {W∗

2, . . . ,W
∗
N ,TN+1} ,

где

Tj (α1, α2) = V2τ j (x1, x2) , W0
N+1 (α1, α2) = V2w0

N+1 (x1, x2) , W∗
j (α1, α2) = V2w∗

j (x1, x2) ,

V2 — оператор двумерного интегрального преобразования Фурье.
Последняя система в свою очередь может быть сведена к системе интегральных уравнений

(СИУ) относительно неизвестных скачков компонент расширенного вектора перемещений
в областях трещин и компонент расширенного вектора напряжений в области контакта
поверхностного источника с электроупругой средой:

N−1∑
l=1

Ml+1∑
j=1

Knl (Ωjl+1)w
∗
jl+1 +Kn,N (Ω) τ−

N+1 = τmn+1, x3 = hn+1, (x1, x2) ∈ Ωmn+1,

m = 1, Mn+1, n = 1, N − 1;

N−1∑
l=1

Ml+1∑
j=1

KNl (Ωjl+1)w
∗
jl+1 +KN,N (Ω) τ−

N+1 = w0
N+1, x3 = hN+1, (x1, x2) ∈ Ω.

Введенные операторы имеют представление

Knl (Ωjl+1)w
∗
jl+1 =

∫∫
Ωjl+1

knl (x1 − ξ1, x2 − ξ2)wjl+1 (ξ1, ξ2) dξ1 dξ2,

kij (x1, x2) =
1

4π2

∫
Γ1

∫
Γ2

Kij (α1, α2) e−i(α1x1+α2x2) dα1 dα2.

Вид контуров Γj (j = 1, 2) соответствует принципу предельного поглощения [7], различные
способы построения Фурье-символов Kij описаны в [12–14].

СИУ задач с разрывными граничными условиями можно решать с помощью интегрального
метода факторизации и метода фиктивного поглощения с различными вариантами выбран-
ных вспомогательных базисных функций [15]. Подходы к решению построенных СИУ для
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множественных трещин изложены, например, в работе [11]. Решению задач для одиночного
дефекта в различных постановках посвящено большое количество публикаций, однако при
решении проблем сейсмологии в некоторых случаях особое внимание следует уделить локаль-
ным структурам, формирующим источники возмущений в колебательном процессе больших
объемов горной породы [3].

2. Результаты модельных расчетов

В качестве простейшей модели рассмотрен слой пьезоэлектрика с осесимметричной трещи-
ной. Поля смещений поверхности рассчитаны для локальных вертикальных источников.

Для модельных расчетов выбран слой LiTaO3, физико-механических характеристики ко-
торого приведены в [16], единичной толщины, содержащий планарную круглую трещину
единичного радиуса в срединной плоскости. На верхней границе среды (x3 = h3 = 0) задава-
лись осесимметричные механические и электрические нагрузки τ 0

3 (x1, x2) при x2
1 + x2

2 ⩽ 1,
τ 0
3 (x1, x2) = 0, x2

1 + x2
2 > 1. На нижнем основании (x3 = h1 = −1) смещения и электрический

потенциал нулевые w1 = 0. В электроупругом слое на глубине x3 = h2 = −0,5 имеется
трещина.

Применительно к проблеме идентификации интерфейсных трещин решение прямой задачи
для слоя с трещиной можно рассматривать в качестве первого приближения наблюдаемых на
поверхности среды явлений. Поэтому наряду с описанной выше постановкой задачи с условиями
(1.1)–(1.3) можно считать заданными характеристики неоднородности (скачок расширенного
вектора смещения), рассматривая при этом условия

x3 = h3 : τ−
3 = τ 0

3 (x1, x2) , (x1, x2) ∈ Ω, τ−
3 = 0, (x1, x2) /∈ Ω;

x3 = hn : w∗
2 = w+

2 −w−
2 , (x1, x2) ∈ Ω2;

x3 = h1 : w+
1 = 0, −∞ < x1, x2 < ∞.

На рис. 1 представлены результаты модельных расчетов (для приведенной частоты ω̄ = 2,5)
нормированных вертикальных смещений поверхности 1/l0 |u33 (x1, x2)|x3=0 (рис. 1а), вызван-
ных механическими нагрузками τ 0

3 =
{
0, 0, σ0

3 , 0
}
, σ0

3 = f (r) вида

f(r) =


2

π

(
1− r2

)
, r < 1;

0, r > 1,
(2.1)

(слева) и при известном векторе скачков w∗
2 = {0, 0, u∗

23, 0} на трещине (справа), а также
значений потенциала 1/ϕ0|φ (x1, x2)|x3=0 (рис. 1б) для заданных поверхностных нагрузок
τ 0
3 =

{
0, 0, 0, d0

}
вида (2.1) (слева) и w∗

2 = {0, 0, 0, φ∗
2} на трещине (справа). Пространственные

координаты x, y на всех рисунках также нормированы: x = x1/l0, y = x2/l0. Использованы
следующие характерные параметры: l0 = 10−3 м, m0 = 104 кг, ϕ0 = 108 B.

Заключение

Экспериментальные исследования изменений напряженно-деформированного состояния,
происходящих в локальных областях нагружаемой геофизической среды, нередко нуждаются в
теоретическом обосновании, обеспечить которое может развитие применяемых математических
моделей и методов их исследования.

В работе описан подход к изучению связных полей, возбуждаемых гармоническими на-
грузками различной природы и локализации для отдельного класса геофизических сред,
моделируемых слоистыми структурами, обладающими электроупругими свойствами, и содер-
жащими дефекты.
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а)

б)

Рис. 1. Абсолютные величины вертикального смещения (а) и электрического потенциала (б)
поверхности

Fig. 1. Absolute values of vertical displacement (а) and electric potential (б) of the surface

Рассмотренный подход актуален для анализа волновых процессов в многослойных упругих
анизотропных и электроупругих средах: в сейсмологии, акустоэлектронике, вибросейсмораз-
ведке, геофизике, фундаментостроении, неразрушающем контроле и интегральной оптике,
разработке композитных материалов и т.д. [2–4,17–19].
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