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Аннотация. Работа посвящена вопросам термоупругости цилиндра эллиптической формы с внутрен-
ним источником тепла. В ней рассматривается вопрос о распределении температурного поля самого
цилиндра при граничных условиях третьего рода. При этом присутствует адиабатическая изоляция
половины поверхности. Основными методами являются метод подстановки, метод интегрирования,
дифференцирования и разложение в ряд. Полученное выражение температурного поля цилиндра
представляет собой тригонометрический ряд, содержащий гипергеометрические функции, что позво-
лило определить возникающие внутренние напряжения в стенке цилиндра. Также было получено
соотношение полуосей эллипса, при котором величина внутреннего давления принимает минимальное
значение. Полученный результат может быть использован в инженерных расчётах теплообменников.
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Abstract. The paper is devoted to the thermoelasticity of an elliptical cylinder with an internal heat source.
It examines the distribution of the temperature field of the cylinder itself under boundary conditions of the
third kind. At the same time, there is an adiabatic insulation of half of the surface. The main methods are
substitution method, integration method and series expansion. The resulting expression of the temperature
field of the pipe is a trigonometric series containing hypergeometric functions. This made it possible to
determine the emerging internal stresses in the pipe wall. The result obtained can be used in engineering
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Введение

Цилиндрические оболочки широко используются в качестве ответственных элементов раз-
личных промышленных сооружений (нефте- и газопроводов, топливных резервуаров, газовых
баллонов и т.п.). Специфическая длительная эксплуатация таких конструкций способствует
их повреждению, которое возникает как под воздействием внешних условий среды (напри-
мер, коррозии), так и под влиянием механических факторов. Все эти повреждения можно
рассматривать как эффективные концентраторы напряжений, которые могут спровоцировать
деформацию, выпучивание и, как следствие, привести к разрушению конструкций. Особого
внимания заслуживают цилиндрические оболочки с эллиптическим сечением в связи с их
возросшим использованием [1–5].

В некоторых работах авторами были рассмотрены термоупругости оболочек сложного
сечения. Например, Чиба [2] аналитически получил статистику второго порядка о температуре
и термических напряжениях в кольцевом диске с пространственно случайными коэффициен-
тами теплопередачи на верхней и нижней поверхностях. Василенко и Урусов [7] рассмотрели
задачу о напряженном состоянии эллиптических пластин для жесткого закрепления контура.
Василенко [8] предложил подход к решению задачи определения температурных полей и напря-
жений в ортотропных эллиптических пластинах, главные оси упругости и теплопроводности
которых не совпадают с осями эллипс.

Актуальность данной статьи обусловлена возросшим использованием оболочек с эллип-
тическим сечением. Их способность выдерживать высокие уровни осевого сжатия является
полезной во многих случаях, когда большая часть конструкции нагружена в мембранном
состоянии, а ее эффективность обусловлена отсутствием сквозных градиентов напряжений
по толщине. Цилиндрические оболочки являются одним из наиболее широко используемых
конструктивных элементов, встречающихся в теплотехнике, механике и ядерной энергети-
ке [9–15].

Целью данной работы является определение термоупругого состояния цилиндра эллипти-
ческого сечения с внутренним источником теплоты при адиабатической изоляции половины
его поверхности. Задачами исследования был анализ методов решения уравнения Пуассона
в эллиптической системе координат [16–23].

Научная новизна исследования заключается в том, что в работе были рассмотрены гра-
ничные условия второго и третьего рода, что приводит к несимметричности самой задачи.
В отличие от [23], здесь на основании полученного температурного поля цилиндра получено
выражение для определения внутренних напряжений, вызванных перепадом температур. При
этом у рассматриваемой модели есть ограничения. Процесс нагревания является стационарным,
отсутствует температурная зависимость физических свойств цилиндра, а также отсутствует
внешняя механическая нагрузка.

1. Постановка задачи

Для определения термонапряжённого состояния необходимо сначала решить задачу по
определению температурного поля. Для этого рассмотрим цилиндр, сечение которого пред-
ставляет собой эллипс с полуосями a и b, половина поверхности которого адиабатически
изолирована. Внутри действует одинаковый источник тепла объёмной мощностью qv. Сама
задача сводиться к решению дифференциального уравнения Пуассона [23]

∆T +
qv
λ

= 0.

При решении данной задачи необходимо учесть следующие граничные условия:
– на первой половине происходит теплообмен с окружающей средой

−λ gradT = α(T − T0) (1.1)

– на второй половине теплообмен отсутствует

−λ gradT = 0 (1.2)
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где λ — коэффициент теплопроводности материала цилиндра, α — коэффициент теплоотдачи
между средой и поверхностью цилиндра, T0 — температура окружающей среды, K.

2. Построение решения задачи

Для решения теплофизической задачи перейдём к эллиптической системе координат. Урав-
нение Пуассона в эллиптических координатах имеет вид [24]

1

c2(ch2 µ− cos2 ν)

(︃
∂2T

∂µ2
+

∂2T

∂ν2

)︃
= −qv

λ
, 0 ⩽ µ ⩽ ∞, 0 ⩽ ν ⩽ 2π, (2.1)

где c =
√
a2 − b2, a и b — полуоси эллипса, e = c/a — эксцентриситет.

При этом в данной системе координат граничные условия (1.1) и (1.2) примут следующий
вид:

– при µ = µ0, 0 ⩽ ν ⩽ π

−λ
1

c
√︁
ch2 µ0 − cos2 ν

∂T

∂µ

⃓⃓⃓⃓
µ=µ0

= α(T − T0); (2.2)

– при µ = µ0, −π ⩽ ν ⩽ 0
∂T

∂µ

⃓⃓⃓⃓
µ=µ0

, (2.3)

где µ = µ0 — уравнение поверхности исследуемого тела в рассматриваемой системе координат.
Для получения искомой абсолютной стационарной температуры воспользуемся подстанов-

кой вида [24]

T = U − qvc
2

4λ

(︁
sh2 µ+ cos2 ν

)︁
,

которая преобразует уравнение Пуассона (2.1) в уравнение Лапласа

∂2U

∂µ2
+

∂2U

∂ν2
= 0

∂2U

∂α2
+

∂2U

∂β2
= 0, (2.4)

а само граничное условие (2.2) примет вид

1√︁
ch2 µ0 − cos2 ν

(︃
∂U

∂µ
− qv

4λ
c2 sh 2µ0

)︃
= Bi

[︂ qv
4λ

c2(sh2 µ0 + cos2 ν) + T0 − U
]︂
, Bi =

αc

λ
, (2.5)

где Bi — число Био, которое является одним из критериев подобия стационарного теплообмена
между нагретым или охлаждённым твёрдым телом и окружающей средой.

Условие (2.3) будет преобразовано следующим образом:

∂U

∂µ
− qv

4λ
c2 sh 2µ0. (2.6)

Тогда решение уравнения (2.4) примет вид

U =

∞∑︂
n=0

(An chnµ cosnν +Bn shnµ sinnν).

Постоянные Bn определим из граничного условия (2.6)

∞∑︂
n=0

(nAn shnµ0 cosnν − nBn chnµ0 sinnν) =
qv
4λ

c2 sh 2µ0
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и, интегрируя по углу ν от −π до 0, получим

2B2n+1 ch(2n+ 1)µ0 =
πqv
4λ

c2 sh 2µ0,

откуда

B2n+1 =
qv
8λ

πc2 sh 2µ0

ch(2n+ 1)µ0
. (2.7)

Постоянные An найдём из граничного условия (2.5)

1√︁
ch2 µ0 − cos2 ν

[︄ ∞∑︂
n=0

(nAn shnµ0 cosnν − nBn chnµ0 sinnν)−
qv
4λ

c2 sh 2µ0

]︄
=

= Bi

[︄
qv
4λ

c2(sh2 µ0 + cos2 ν) + T0 −
∞∑︂

n=0

(An chnµ cosnν +Bn shnµ sinnν)

]︄
. (2.8)

Далее воспользуемся следующим разложением иррационального выражения в ряд√︂
ch2 µ0 − cos2 ν =

a0
2

+

∞∑︂
n=1

a2n cosnν. (2.9)

С учётом формулы (2.9) перепишем выражение (2.8) в виде

∞∑︂
n=0

nAn shnµ0 cosnν −
∞∑︂

n=0

nBn shnµ0 sinnν − qv
4λ

c2 sh 2µ0 =

= Bi
qv
4λ

c2
(︃
sh2 µ0

√︂
ch2 µ0 − cos2 ν +

√︂
ch2 µ0 − cos2 ν cos2 ν

)︃
−

− Bi

(︄
an
2

∞∑︂
n=0

An chnα0 cosnβ +
a0
2

∞∑︂
n=0

Bn shα0 sinnβ+

+

∞∑︂
n=1

a2n cos 2nν

∞∑︂
n=0

An chnµ0 cosnν +

∞∑︂
n=1

a2n cos 2nν

∞∑︂
n=0

Bn shnµ0 cosnν

)︃
.

Опять интегрируя по ν от 0 до π, получим

2B2n+1 ch(2n+ 1)µ0 −
qvπ

4λ
c2 sh 2µ0 = BiT0

π∫︂
0

√︂
ch2 α0 − cos2 β dβ+

+ Bi
qv
4λ

c2

⎛⎝sh2 α0

π∫︂
0

√︂
ch2 α0 − cos2 β dβ +

π∫︂
0

√︂
ch2 µ0 − cos2 ν cos2 ν dν

⎞⎠−

− Bi
π

2
(a0A0 + ch 2nµ0a2nA2n) ,

откуда

A2n =

{︄
2T0

π∫︂
0

√︂
ch2 µ0 − cos2 ν dν+

+
qv
4λ

c2

(︄
sh2 µ0

π∫︂
0

√︂
ch2 µ0 − cos2 ν dν +

π∫︂
0

√︂
ch2 µ0 − cos2 ν cos2 ν dν

)︄}︄/︄
π ch 2nµ0a2n,

n = 0, 1, 2 . . . . (2.10)
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Коэффициенты a2n определяются по формуле

a2n =
2 chµ0

π

[︃
B

(︃
2n+ 1

2
,
1

2

)︃
× F1

(︃
2n+ 1

2
,−1

2
, n+ 1,

1

ch2 µ0

)︃
−

−C2
2nB

(︃
2n− 1

2
,
3

2

)︃
× F1

(︃
2n− 1

2
,−1

2
, n+ 1,

1

ch2 µ0

)︃
+ . . .

]︃
.

Окончательно искомое распределение температуры описывается уравнением

T =

∞∑︂
n=0

(A2n ch 2nµ cos 2nν +B2n+1 sh(2n+ 1)µ sin(2n+ 1)ν)− qvc
2

4λ

(︁
sh2 µ+ cos2 ν

)︁
. (2.11)

Коэффициенты ряда An и Bn+1 находятся по найденным формулам (2.7) и (2.10).
Теперь перейдём к вопросу определения внутренних напряжений в стенке цилиндра. Рас-

пределение внутренней механической нагрузки найдём по формуле [25]

p = αTTχ

∫︂
L

∂T

∂n
dl, (2.12)

где αT — коэффициент линейного расширения, E — модуль Юнга, χ — коэффициент размер-
ности [1/м], который физически устанавливает соответствие между функциями напряжения и
прогиба.

Воспользуемся формулой для нахождения дифференциала дуги эллипса [17]

dl =
√︁
1− e2 cos2 ν dν.

Из полученного выражения (2.11) находим производную от температуры по нормали

∂T

∂n
=

∂T

∂µ

⃓⃓⃓⃓
µ=µ0

= − 1√︁
ch2 µ0 − cos2 ν

×

×

[︄ ∞∑︂
n=0

2nA2n sh 2nµ0 cos 2nν − (2n+ 1)B2n+1 ch(2n− 1)µ0 sin 2nν +
qvc

2

4λ
sh(2µ0)

]︄
,

тогда подставив всё в выражение (2.12) получим

p = αTEχ
qvπc

3

2aλ
sh(2µ0). (2.13)

3. Анализ полученного решения

Применяя формулу гиперболического синуса двойного аргумента, упростим выражение
(2.13)

p = αTEχ
qvπb

√
a2 − b2

λ
. (3.1)

Как следует из полученного выражения (3.1), внутреннее давление определяется геометрией
цилиндра и имеет прямую зависимость от мощности внутреннего источника.

Проведём исследование влияния геометрии эллипса на уровень возникающих внутренних
напряжений. Для этого зафиксируем периметр сечения. Для получения функциональной
зависимости воспользуемся приближённой формулой для нахождения периметра эллипса

P ≈ π
√︁
2 (a2 + b2).

Применяя метод исследования поведения функции на экстремум найдём соотношение полуосей
эллипса, при котором величина внутреннего давления принимает минимум

a =
√
3b.

Сама величина будет равна

pmin =
√
6αTEχ

qvπb
2

λ
.

58 Экологический вестник научных центров Черноморского экономического сотрудничества. 2026. Т. 23, № 2. С. 54–60.



Kanareykin A. I. Determination of the thermoelastic state of an elliptical cylinder with an internal heat source. . .

Выводы

1. В настоящей работе приведено решение задачи распределения температурного поля
цилиндра с эллиптическим поперечным сечением при граничных условиях второго и третьего
рода с внутренним источником теплоты.

2. В работе проведено исследование влияния геометрии эллипса на уровень возникающих
термонапряжений. В результате чего было получено соотношение полуосей эллипса, при
котором уровень напряжений достигает минимального значения, а также само значение этого
напряжения. Таким образом, путём изменения геометрии сечения можно снизить уровень
возникающих термонапряжений возникающих в стенке самого цилиндра.

3. Полученный результат может быть использован в инженерных расчётах теплообменных
аппаратов, содержащих трубки эллиптического сечения.
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