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Введение

Исследование распространения и затухания изгибных волн в конструкциях с распределён-
ным демпфированием представляет значительный практический интерес для задач вибро-
защиты [1,2], диагностики и проектирования акустических метаматериалов [3,4]. В работах,
посвящённых балкам, лежащим на вязкоупругих основаниях, и (или) балкам, изготовленным
из вязкоупругих материалов [5], анализ дисперсионных свойств часто проводится в рамках
задачи Коши — с действительным волновым числом и комплексной частотой, что соответ-
ствует временному затуханию волн. Однако в инженерных приложениях, таких как анализ
вибраций рельсовых путей [6–8], строительных конструкций [9] или композитных панелей [4],
часто более актуальным является режим пространственного затухания волн, возникающий
при гармоническом внешнем воздействии. В этом случае частота колебаний является дей-
ствительной величиной, заданной источником, а волновое число становится комплексным,
описывая как распространение, так и экспоненциальное ослабление волны по координате.

В данной работе рассматривается задача о распространении изгибных волн в бесконечной
балке Бернулли–Эйлера, лежащей на обобщённом вязкоупругом основании. Особенностью
модели является учёт как продольных, так и поперечных компонент упругости и демпфирова-
ния основания, что позволяет более адекватно описывать реакцию реальных механических
систем.

В настоящее время вязкоупругие свойства деформируемого основания, на которое опирает-
ся балка, описываются не классической моделью Винклера, а более сложными (обобщенны-
ми) моделями (например, Пастернака, Власова–Леонтьева, Хетеньи) [10,11], или моделями,
содержащими дробные производные [12–14], что может оказать существенное влияние на
дисперсионные характеристики, закономерности затухания изгибных волн и, следовательно,
требует дополнительного изучения.

1. Математическая модель и дисперсионное уравнение

Рассматривается бесконечная балка постоянного поперечного сечения (модель Бернулли–
Эйлера), лежащая на линейном вязкоупругом основании обобщённого типа. Основание характе-
ризуется коэффициентами жёсткости: h1 (поперечная жёсткость) и h2 (продольная/сдвиговая
жёсткость), коэффициентами демпфирования v1 (поперечное демпфирование) и v2 (продольное
демпфирование).

Уравнение поперечных колебаний балки имеет вид

ρF
∂2w

∂t2
+ EJ

∂4w

∂x4
+ h1w + v1

∂w

∂t
− 2h2

∂2w

∂x2
− v2

∂3w

∂x2∂t
= 0, (1.1)

где w(x, t) — перемещение частиц срединной линии балки при изгибе, ρ — плотность материала,
F — площадь поперечного сечения балки, E — модуль Юнга, J — осевой момент инерции,

Введение безразмерных величин для перемещения, координаты и времени

W̃ =
w

w0
; τ =

t

T
; z =

x

X
, (1.2)

где w0 — максимальное поперечное перемещение, при котором растяжимостью срединной
линии балки можно пренебречь, приводит уравнение (1.1) к виду

∂2w̃

∂τ2
+

∂4w̃

∂z4
+ w̃ + ṽ1

∂w̃

∂τ
− 2h2√

h1EJ

∂2w̃

∂z2
− εh

∂3w̃

∂z2∂τ
= 0. (1.3)
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Здесь ṽ1 = v1/
√
ρFh1 — параметр, включающий в себя коэффициент продольного демпфиро-

вания v1, площадь поперечного сечения балки F , плотность материала ρ и коэффициенты
жесткости упругого основания h1; εh = v2/

√
ρFEJ — параметр, включающий в себя коэф-

фициент продольного демпфирования v2, площадь поперечного сечения балки, плотность
материала, жесткость балки (EJ).

Далее исследуется влияние продольно-поперечного упруго-вязкого основания на параметры
изгибной волны, распространяющейся в балке. Решение уравнения (1.3) ищется в виде бегущей
гармонической волны:

w̃ = Аei(Ωτ−Kz), (1.4)

где A — безразмерная комплексная амплитуда, Ω — безразмерная частота и K — безразмерное
волновое число.

Подстановка (1.4) в (1.5) приводит к комплексному дисперсионному уравнению:

−Ω2 +K4 + h+ εhKiΩ = 0. (1.5)

2. Анализ дисперсионных характеристик и частотно-зависимого затухания

При анализе дисперсионного уравнения (1.5) считается, что частота Ω является действи-
тельной величиной, а волновое число K комплексной величиной:

K = (K1 + iK2).

Выделение действительной и мнимой частей позволяет получить из (1.5) систему двух алгеб-
раических уравнений {︄

−Ω2
1 +K4

1 − 6K2
1K

2
2 +K4

2 + h− 2εhK1K2Ω = 0,

4K3
1K2 − 4K1K

3
2 + εhK2

1Ω− εhK2
2Ω = 0.

(2.1)

Анализ системы (2.1) показывает, что в длинноволновом диапазоне (то есть при малом K1) и
при отсутствии диссипации (K2 = 0) дисперсионное уравнение допускает асимптотическое
решение

Ω ≈
√︂

h1 +K4
1 . (2.2)

Данное соотношение показывает, что даже при нулевом волновом числе (K1 → 0) в системе
существует минимальная действительная частота Ωmin =

√
h1, обусловленная упругостью

основания. При увеличении K1 дисперсия становится определяющей и зависимость Ω(K1)
приближается к классическому закону дисперсии для балки Бернулли–Эйлера: Ω ∼ K2

1 .
На рис. 1 представлены дисперсионные кривые Ω(K1) для трёх значений безразмерного

коэффициента жёсткости основания h. Видно, что при K → 0 частота стремится к нижней
границе частотного диапазона, в котором возможны распространяющиеся волны. С увели-
чением h эта граница смещается вверх. В области больших волновых чисел (K1 ≫ h1/4)
дисперсионные кривые для различных h практически совпадают и следуют закону Ω ∼ K2

1 ,
характерному для балки Бернулли–Эйлера без основания. Таким образом, влияние упругого
основания существенно лишь в длинноволновой части спектра, определяя низкочастотную
полосу непропускания и начальный участок дисперсионной зависимости.

Фазовая скорость связана с действительной частью волнового числа соответствием:

Vф ≈
√︁
h+K4

1

K1
. (2.3)

При малых K1 скорость ведёт себя как Vϕ ≈
√
h/K1, резко возрастая при уменьшении

длины волны из-за влияния основания. При увеличении K1 зависимость становится линейной:
Vϕ ≈ K1, что соответствует свободной балке. Кривая имеет минимум при K1 = h1/4, где
скорость равна

√
2h1/4.
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Рис. 1. Дисперсионная зависимость в длинноволновом диапазоне

Fig. 1. Dispersion dependence in the long-wave range

Из рис. 2 следует, что рост h (при h = 0, 1, 5) сопровождается смещением минимума
функции фазовой скорости в зависимости от действительной части волнового числа вправо
и вверх. Увеличение K1 приводит к схождению кривых, что свидетельствует об ослаблении
влияния упругого основания. Полученные данные открывают возможность регулировать
дисперсионные свойства волн путём изменения жёсткости основания.

Групповая скорость связана с действительной частью волнового числа соотношением
(рис. 3)

Vгр ≈ 2K3
1√︁

h+K4
1

. (2.4)

Рис. 2. Зависимость фазовой скорости
изгибных волн от действительной части

волнового числа в длинноволновом диапазоне

Fig. 2. Dependence of the phase velocity of bending
waves on the real part of the wave number

in the long-wave range

Рис. 3. Зависимость групповой скорости
изгибной волны от действительной части

волнового числа в длинноволновом диапазоне

Fig. 3. Dependence of the group velocity of a bending
wave on the real part of the wave number

in the long-wave range
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Рассмотрим зависимость групповой скорости то действительной части волнового числа K1.
Когда K1 → 0, групповая скорость стремится к нулю, приближаясь к виду Vгр ∼ 2K3

1/
√
h.

В пределе K1 → ∞ она ведётся себя как Vгр ≈ 2K1, что указывает на пренебрежимо малое
влияние основания при высоких K1. Зависимость имеет максимум, положение которого
определяется параметром h, что отражает переход от аномальной к нормальной дисперсии.

График групповой скорости для значений h = 0, h = 1 и h = 5 иллюстрирует это поведение.
При отсутствии основания (h = 0) кривая представляет собой прямую линию, начинающуюся
из начала координат. При ненулевой жёсткости основания кривые приобретают выраженный
максимум, который смещается в область больших K1 с увеличением h. После максимума
все кривые асимптотически приближаются к линейной зависимости для h = 0, подтверждая,
что влияние основания существенно только в области малых и средних волновых чисел.
Полученные зависимости показывают, что, варьируя жёсткость основания, можно управлять
эффективностью переноса энергии на разных частотах.

Затухание в длинноволновом диапазоне определяется зависимостью

K2 ≈ −εhΩ

4K1
, (2.5)

позволяющей оценить отношение постоянной распространение (K1) к коэффициенту затухания
(K2) ⃓⃓⃓⃓

K1

K2

⃓⃓⃓⃓
≈ v2Ω

4
√
ρFEJ

. (2.6)

Формула (2.6) представляет собой отношения действительной части комплексного волнового
числа к его мнимой части от частоты Ω. На рис. 4 приведены три кривые для разных
значений коэффициента продольного демпфирования: сплошная линия v2 = 1, пунктирная —
v2 = 2, а штрих-пунктирная — v2 = 3. Все три кривые исходят из нуля и с ростом частоты
линейно увеличиваются. При увеличении значения v2, тем больше значения отношение при
одной и той же частоте. Это означает что отношение постоянной распространения K1 к
коэффициенту затухания K2 прямо пропорционально продольному демпфированию, то есть
усиление демпфирования ведёт к относительному росту распространения по сравнению с
затуханием. Из графика видно: что увеличение v2 пропорционально улучшает распространения
колебаний.

Перейдем к коротковолновому диапазону. В этом случае дисперсионное соотношение для
балки на упругом основании упрощается до классического закона

Ω ≈ K2
1 . (2.7)

Данное соотношение соответствует уравнению частоты для свободной балки Бернулли–Эйлера.
В этом случае вклад основания становится настолько мал, что им можно пренебречь по
сравнению с изгибной жёсткостью самой балки.

Фазовая скорость при данном коротковолновом диапазоне линейно растет с ростом дей-
ствительной части волнового числа

Vф ≈ K1. (2.8)

Групповая скорость при любой частоте оказывается вдвое больше фазовой скорости

Vгр ≈ 2K1. (2.9)

С ростом K1 скорости возрастают без ограничения. Переходя к высокочастотной области, ко-
гда K1 становится достаточно большим, получаем, что дисперсионные характеристики системы
зависят только от параметров самой балки. Влияние основания в данном случае незначительно.
Такое поведения характерно для классической модели свободной балки Бернулли–Эйлера.
Частота колебаний квадратично зависит от волнового числа (2.7), фазовая скорость растёт
линейно (2.8), а групповая скорость оказывается вдвое больше фазовой (2.9). Однако неограни-
ченный рост скоростей при увеличении волнового числа указывает на границы применимости
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модели Бернулли–Эйлера, требующей учёта сдвиговых деформаций и инерции вращения в
области высоких частот [1,2,15]. В частности, здесь следует отметить работу [16], посвященную
оценке влияния кинетической энергии вращения поперечного сечения балки при изгибе на
дисперсионные характеристики гармонической волны.

Отношение постоянной распространения к коэффициенту затуханию в коротковолновом
диапазоне следующей определяется зависимостью⃓⃓⃓⃓

K1

K2

⃓⃓⃓⃓
=

4
√
ρFEJ

v2
, (2.10)

из которой видено, что в коротковолновом диапазоне зависимость от частоты отсутствует и
отношение действительной части волнового числа к мнимой его части описывается только
свойствами системы: импедансом балки и коэффициентом продольного демпфирования. Это
означает, что волновой процесс выходит на стационарный режим, при котором коэффициент
затухания пропорционален постоянной распространения. Графически это проявляется как
горизонтальное плато зависимости |K1/K2| от частоты. Физически данное поведение отражает
доминирование упруго-инерциальных свойств балки и демпфирующих свойств основания, при
этом влияние поперечной жёсткости основания становится пренебрежимым. Указанный режим
представляет практический интерес для разработки демпфирующих систем. Его использование
позволяет регулировать и обеспечивать затухание системы в пределах всей высокочастотной
области.

Заключение

Проведенное исследование, опирающееся на применение комплексного волнового числа,
показало свою эффективность при анализе волновых процессов в системах с распределен-
ным вязкоупругим основанием. С его помощью возможно в рамках единой схемы описывать
дисперсионные характеристики и поведение пространственного затухания волн, причем в
любой области частот. Добавление в модель продольных упруго-вязких параметров основания
принципиально меняет поведение системы. Это особенно заметно при сравнении с классиче-
скими постановками, которые учитывают лишь поперечное взаимодействие. Полученные в

Рис. 4. Частотная зависимость отношения постоянной распространяя изгибной волны
к коэффициенту затухания этой волны в длинноволновом диапазоне

Fig. 4. Frequency dependence of the ratio of the constant of the propagating bending wave to the attenuation
coefficient of this wave in the long-wave range
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работе результаты могут быть использованы для конструирования механических систем с
заранее заданными или программируемыми волновыми свойствами. Предложенную модель
и метод анализа можно применять при разработке новых типов виброзащитных устройств,
акустических фильтров, метаматериалов, а также для анализа и диагностики состояния
опорных фундаментов и несущих конструкций.
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