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Введение

Классическими примерами использования подхода Треффца к анализу термоупругих со-
стояний осесимметричных тел служит ряд научных работ последнего времени, исследующих
НДС вращающихся объектов [1–4]. В них базисные функции обладают осевой симметрией. По-
казано преимущество бессеточного подхода [2], учитывается нестационарность теплообмена [3],
неоднородное термомеханическое состояние высокооборотных валов турбомашин [4].

Научная новизна работы заключается в отклонении от традиционного подхода, при кото-
ром для осесимметричных тел формулируются осесимметричные постановки краевых задач.
Рассматривается краевая задача с объемными силами, вызванными асимметричным вращаю-
щим воздействием сил инерции на НДС термонапряженного тела при различных вариантах
термостатического состояния.

Целью работы является исследование НДС термоупругого твёрдого линейно-деформируемого
тела, подверженного температурному воздействию и объёмным силовым факторам.

Для достижения цели требуется выполнить решение ряда задач:
1) выписать определяющие соотношения линейной изотропной термоэластостатической

среды, заполняющей тело;
2) обозначить характеристики среды в виде согласованных списков внутренних и граничных

состояний тела, определяющих элементов соответствующих пространств состояний;
3) кратко охарактеризовать особенности метода граничных состояний, опирающегося на

подход Треффца к использованию в общих решений разрешающих систем уравнений;
4) обозначить способы формирования сепарабельных базисов гильбертовых просторанств

внутренних и граничных состояний;
5) продемонстрировать эффективность применения МГС в решении задач термостатики,

эластостатики;
6) выполнить постановку задачи о состоянии вращающегося сфероида, подверженного

поверхностным тепловым и внутренним инерционным воздействием;
7) найти частное решение; рассчитать состояние тела средствами МГС, прокомментировать

решение.

1. Определяющие соотношения

Квазистатическое состояние однородной изотропной термоупругой среды порождается
рядом воздействующих факторов:

1) теплоисточникиQ(x, y, z), распределённые по области V ⊂ R3, занятой телом, генерируют
внутренние потоки тепла, изменяющие температуру T (x, y, z) внутри тела;

2) внешние температурные воздействия, влияющие на изменения поля температуры через
границу ∂V тела. Это может быть как значение температуры T0 на границе SD тела (условие
Дирихле), так и нормальный поток температуры φ0 = dT/ dn через участки границы (условие
Неймана). Возможны и смешанные варианты;

3) объёмные силовые воздействия X(x, y, z) = {X,Y, Z}, возникающие по различным
причинам (силы тяжести, силы инерции, силы иной физической природы);

4) поверхностные деформирующие факторы, как то поверхностные усилия p0 = {px, py, pz},
перемещение точек границы ∂V тела u0 = {ux, uy, uz}, условия контактного взаимодействия
и др.

Внутреннее термоэластостатическое состояние ξ удобно описывать набором согласованных
температурных и механических характеристик:

– температурой T ;
– температурным градиентом T,i (тензорно-индексная форма записи, i ∈ {1, 2, 3} ≡ {x, y, z});
– вектором перемещений {ui};
– тензором деформаций Коши [εij ];
– тензором напряжений [σij ].
Удобно для внутреннего состояния использовать список ξ = {ui, εij , σij , T, T,i}. Все возмож-

ные варианты согласованных характеристик образуют гильбертово пространство внутренних
состояний ξ ∈ Ξ.
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Согласованность перечисленных характеристик обусловлена системой определяющих соот-
ношений среды (r = {xi} ∈ V ):

уравнением теплопроводности

T,ii +
1

κ
Q = 0; (1.1)

формулами Коши
2εij = ui,j + uj,i; (1.2)

законом Дюамеля–Неймана

σij = λεkkδij + 2µεij − (3λ+ 2µ)αTδij . (1.3)

Используемые здесь параметры имеют конкретные физические смыслы и собственное названое:
κ — коэфициент температуропроводности, α — коэфициент температурного расширения, µ —
модуль сдвига, λ — модуль объёмного расширения, δij — символ Кронекера.

Эластостатическое состояние деформируемого твёрдого тела подчинено системе уравнения
равновесия

σij,j +Xi = 0. (1.4)

Их выражения через перемещения ui имеет форму уравнений Ламе

µui,jj + (λ+ µ)ui,ji +Xi = 0. (1.5)

В целом система разрешающий уравнений содержит четыре дифференциальных уравнения
эллиптического типа, причём каждое уравнение имеет второй порядок{︄

µui,jj + (λ+ µ)ui,ji − (3λ+ 2µ)αT,i +Xi = 0,

T,ii + 1/xQ = 0, xi ∈ V.
(1.6)

Линейный характер системы (1.6) позволяет разложить искомое состояние среды на сумму
двух состояний:

1) частное решение, обусловленное объёмными факторами Xi, Q;
2) состояние для однородного варианта, отвечающее задаваемым граничным условием,

учитывающим поправки, вызванные частным решением.

2. Применение метода граничных состояний к решению задач термоэластостатики

Частные решения задач термостатики и линейной изотропной эластостатики при описании
теплоисточников Q и объёмных сил X 3D – многочленами конечного порядка строятся
с абсолютной точностью [5]. Это позволяет корректировать граничные условия (ГУ), после чего
проблема сводится к отысканию решения краевой задачи для однородной части разрешающей
системы уравнений (1.6).

Эффективным оказывается подход Треффца [6], опирающийся на использование общих
решений в энергетических методах [6].

Современный метод граничных состояний позволяет высчитывать решения в численно-
аналитической форме [7] и даже строить полнопараметрические аналитические решения для
изотропных тел произвольной геометрической конфигурации [8].

Базисы пространств состояний температурного и упругих сред опираются на набор гармо-
нических многочленов

Φ = {x, y, z, xy, xz, yz, x2 − y2, x2 − z2, xyz, . . .} = {φκ},

который генерируется автоматически по указанию максимального порядка списка таковых.
В случае ограниченной односвязной области именно Φ является базисом гармонических функ-
ций Φ+ ≡ Φ. В случае тела, занимающего внешность односвязной полости, базис гармонических
функций также выписывается эффективно [9]:

Φ− =

{︃
1

r

}︃
∪
{︁
ψk

}︁
, ψk =

φκ

r2n+1
, n = ord φk, (2.1)
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где r — длина радиус-вектора точки пространства с отсчётом от произвольного полюса внутри
полости. Наборы Φ+, Φ− позволяют формировать базисы для произвольного ограниченного
или неограниченного многополюсного тела, что определяет базис пространств внутренних
состояний ΞT = {T k, T k

,i}, r ∈ V , и граничных состояний ΓT = {T k, dT k/ dn}, r ∈ ∂V .
Использование решений Аржаных–Слободянского [10, 11] однородных уравнений Ламе

позволяет выписывать базисы внутренних и граничных состояний для эластостатических
сред:

ΞE = {uEi , εEij , σE
ij}, r ∈ V, ΓE = {uEi , pEi }, r ∈ ∂V,

где pEi = σE
ijnj .

Пространства внутренних и граничных состояний являются гильбертовыми, изоморфными
ΞT ⇔ ΓT , ΞE ⇔ ΓE , поскольку они линейные, полные, всюду плотные со скалярными
произведениями

(ξTk , ξTm)ΞT =

∫︂
V

T k
,jT

m
,j dV, (γTk , γTm)ΓT =

∫︂
∂V

T k ∂T
m

∂n
dS,

(ξEk , ξEm)ΞE =

∫︂
V

σk
ijε

m
ij dV, (γEk , γEm)ΓE =

∫︂
∂V

pki u
m
i dS.

«Гильбертов изоморфизм» пространств является основой МГС и опирается на равенство
скалярных произведений изоморфных пар элементов в обоих пространствах. Он позволяет
отыскивать решения в форме рядов Фурье по элементам ортонормированных базисов:

ξT =
∑︂
k

cTk ξ
Tk , γT =

∑︂
k

cTk γ
Tk ,

ξE =
∑︂
l

cEl ξ
El , γE =

∑︂
l

cEl γ
El .

(2.2)

Примерами эффективного решения задач термостатики служат решения задач для уравне-
ния Лапласа:

а) задача Дирихле (T |∂V = T0):

cTk =

∫︂
∂V

T0
dT k

dn
dS;

б) задача Неймана (∂T∂n
⃓⃓
∂V

= Tn):

cTk =

∫︂
∂V

TnT
k dS.

В статической теории упругости примерами служат:
а) первая основная задача (pi|∂V = p0i ):

cEk =

∫︂
∂V

p0iu
k
i dS;

б) вторая основная задача (ui|∂V = u0i ):

cEk =

∫︂
∂V

u0i p
k
i dS.

При смешанных линейных ГУ решение сводится к системам линейных алгебраических
уравнений относительно коэффициентов Фурье [12].
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В случае несвязанности характеристик температурного и упругого состояний в ГУ краевые
задачи для (1.6) позволяют провести декомпозицию процесса решения:

1) решается задача термостатики. Корректируются ГУ, если в этом возникла необходимость;
2) решается задача теории упругости. Восстанавливаются поля напряжений, деформаций,

перемещений;
3) формируется окончательный ответ на вопрос о термоэластостатическом состоянии ξ.

3. Термоупругое состояние вращающегося сфероида

Полагаем все характеристики геометрии тела и физических свойств среды обезразмеренны-
ми со значениями коэффициентов ν = 1/4, α = 0,2.

Сфероид x2 + y2 + 1/25 z2 ⩽ 1 вращается с угловой скоростью ω вокруг оси y (рис. 1).
Плотность материала ρ = 1. Поверхность ∂V тела свободна от нагрузки p0 = 0, но под-
вержена стационарному температурному воздействию (4 варианта): a) T0 = z; б) T0 = 0,1z;
в) T0 = 0,1/5 z2; г) T0 = 0,1/25 z3. Объёмные теплоисточники отсутствуют: Q = 0.

Для решения задач Дирихле удерживался отрезок базиса гармонических многочленов
максимального порядка 5. Выполнена ортогонализация и оценена её погрешность: δ = 2 · 10−3.

Распределение температуры при различных вариантах поверхностного воздействия изобра-
жены на (рис. 2). Уровни значений температуры помечены на двух соседних изолиниях (шаг
постоянный).

Анализ температурных полей позволяет сделать следующие выводы:
1) распределение температуры внутри вращающегося сфероида, при граничных условиях

Дирихле, зависит от конкретного температурного воздействия на его поверхности;
2) в случаях с линейным законом изменения температуры на границе (задачи а, б) ослабле-

ние граничного воздействия на порядок уменьшает перепад температур, но не меняет общую
картину;

3) квадратичное воздействие (в) перестраивает распределение, поле температуры становится
симметричным относительно средней плоскости;

4) кубическое воздействие (г) приводит к асимметрии. Контраст выражен сильнее, чем
в линейных задачах;

5) во всех четырёх случаях невязка остаётся на уровне 2,19 ·10−9, а суммы Бесселя выходят
на насыщение. Это свидетельствует о корректности базиса.

Упругое состояние сфероида, вращающегося вокруг поперечной оси Oy, определяется
объёмными центробежными силами инерции, которые в безразмерной форме при ρω2 = 1

Рис. 1. Вращающийся сфероид

Fig. 1. Rotating spheroid
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а) б) в) г)

Рис. 2. Распределение температуры в задачaх Дирихле

Fig. 2. Temperature distribution in Dirichlet problems

Рис. 3. Коэффициенты Фурье
(задача эластостатики)

Fig. 3. Fourier coefficients (elastostatics problem)

Рис. 4. Насыщение суммы Бесселя
(задача эластостатики)

Fig. 4. Saturation of the Bessel sum
(elastostatics problem)

имеют простой вид

X = ρω2r =

⎛⎝ x
0
z

⎞⎠ (3.1)

и порождают упругое поле [5]

ξE =

⎧⎪⎨⎪⎩
⎛⎝ −x3

18
0

− z3

18

⎞⎠ ,

⎛⎝ −x2

6 0 0
0 0 0

0 0 − z2

6

⎞⎠ ,

⎛⎜⎝ −x2

2 − z2

6 0 0

0 −x2

6 − z2

6 0

0 0 −x2

6 − z2

2

⎞⎟⎠
⎫⎪⎬⎪⎭ .

На на рис. 3 и рис. 4 представлены коэффициенты Фурье и насыщение суммы Бесселя
для эластостатической задачи после корректировки ГУ от температурных воздействий. Пред-
ставленные на рисунках графики позволяют оценить уровень вычислительной погрешности
в зависимости от количества удерживаемых элементов базиса.

Термоупругое состояние формируются за счёт суммирования полей перемещений и де-
формаций: поле напряжений совпадает с ˆ︁σE . Результаты расчётов представлены на рис. 5
(вариант а) и рис. 6 (вариант б, в, г). Последний набор рисунков показывают, что при низких
уровнях температурного воздействия искажение НДС проявляется слабо.

В целом характер полей напряжений и деформаций отражает поверхностные воздействия
следующим образом:

1) независимо от уровней температурного воздействия осевые деформации εxx, εyy — сжи-
мающие у оси вращения и растягивающие у вершины сфероида; деформации εzz напротив —
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εxx εyy εzz εxz

σxx σyy σzz σxz

Рис. 5. Деформации и напряжения в осевом сечении (задача а)

Fig. 5. Deformations and stresses in the axial section (Problem a)

сжимающие у вершин сфероида и растягивающие у Oy, причём центр сфероида выглядит
как «ядро растяжения» вдоль Oz;

2) характер распределения напряжений не зависит от температурного воздействия: вблизи
оси симметрии напряжения σxx — растягивающие, σyy меняются от сжимающего характера
у оси вращения до растягивающего при приближении к вершинам сфероида, а σzz имеют
прямо противоположный эффект;

3) напряжения сдвига σxz имеют характер, идентичный деформациям сдвига: вблизи оси
вращения сдвигов практически не наблюдаются; вблизи границ на удалении от оси вращения
силы инерции деформируют сфероид, заостряя угол Oxz.

Результаты расчета средствами МГС имеют численно-аналитическую форму записи. Это
позволяет оценить НДС в любой точке твердого тела. Ниже приведены компоненты вектора
перемещений:

ux = −0,482x− 0,035x3 − 0,003x5 − 0,139xy2 − 0,01x3y2 + 0,027xy4 + 0,022xz2,

uy = −0,732y + 0,108x2y + 0,028x4y + 0,049y3 − 0,01x2y3 − 0,003y5 + 0,032yz2,

uz = 2,561z − 0,143x2z + 0,001x4z − 0,153y2z − 0,004x2y2z + 0,001y4z − 0,035z3.

Разработанный подход для решения задач термоупругости может быть использован в энер-
гетическом машиностроении для оценки ресурса деталей и предотвращения разрушений.
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εxx εyy εzz εxz

σxx σyy σzz σxz

Рис. 6. Деформации и напряжения в осевом сечении (задача б, в, г)

Fig. 6. Deformations and stresses in the axial section (problems б, в, г)

Заключение

Энергетический метод граничных состояний использован для оценки термостатического
напряжённо-деформированного состояния линейного изотропного тела. Эффективность подхо-
да продемонстрирована на примере продолговатого теплопроводного сфероида, вращающегося
вокруг поперечной оси. Выполнен анализ состояния тела и сделаны выводы.

Перспективным является направление исследований, в которых ГУ содержат информацию,
связывающую характеристики теплового и упругого состояний.
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