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К ПРОБЛЕМЕ МОДЕЛИРОВАНИЯ ДИНАМИЧЕСКИХ ПРОЦЕССОВ В
НЕФТЕГАЗОТРУБОПРОВОДАХ1
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TO THE PROBLEM OF MODELING DYNAMIC PROCESSES IN OIL-AND-GAS PIPELINES

Kalinchuk V. V., Belyankova T. I., Lyzhov V. A.

Vibrations of pre-stressed pipeline are investigated in the context of the linearized theory of elastic
waves propagation. This pipeline is modeled as an infinite hollow cylinder (pipe) filled with incom-
pressible liquid under heavy hydrostatic pressure. Walls of the pipeline are assumed to be non-uniform,
made of the material with radially changing properties; the initial stress state is induced due to pressure
inside the liquid. The research carried out covers dispersive properties of the non-uniform cylindrical
body filled with liquid under various kinds of heterogeneity.

Развивается один из возможных подхо-
дов к моделированию динамических процес-
сов в трубопроводах, выполненных из неод-
нородных по толщине материалов и запол-
ненных жидкостью, находящейся под боль-
шим давлением. Проведенные ранее исследо-
вания для полуограниченных тел с прямоли-
нейными границами [1–4] и плавно изменяю-
щимися свойствами типа слоя или слоисто-
го полупространства выявили значительную
зависимость динамических процессов в среде
от характера изменения ее свойств. Выбором
закона изменения свойств можно влиять как
на структуру поверхностного волнового поля,
так и на динамическую жесткость среды. В
настоящей работе развитые ранее методы изу-
чения динамических свойств полуограничен-
ных тел обобщаются на трубопровод — полый,
заполненный несжимаемой жидкостью беско-
нечный круговой цилиндр.

Введение

Проблема неразрушающего контроля
прочности магистральных газонефтетрубо-
проводов может решаться многими средства-
ми. В частности, широкое распространение
получили ультразвуковые и акустоэмиссион-
ные методы, основанные на использовании
высоких частот. Последнее обстоятельство
обуславливает сильное затухание полезно-
го сигнала и, тем самым, определяет срав-
нительно небольшую по размерам площадь
контроля. Перспективными в плане созда-
ния систем мониторинга напряженного со-
стояния и ресурсной прочности нефтегазо-
трубопроводов являются низкочастотные, в
частности, резонансные методы неразрушаю-
щего контроля, основанные на использовании
сравнительно длинных, обладающих малым
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затуханием волн, что позволяет в значитель-
ной мере увеличить контролируемую датчи-
ком площадь и получать интегральную оцен-
ку состояния трубопровода. Однако создание
низкочастотного метода обуславливает необ-
ходимость проведения широкого круга иссле-
дований, включающих как разработку мате-
матической модели нефтегазотрубопровода,
так и разработку методов исследования вол-
новых полей и расчета динамической жестко-
сти полых цилиндрических тел, выполненных
из неоднородных материалов и заполненных
находящейся под большим избыточным дав-
лением жидкостью.

1. Краевая задача о колебаниях
заполненного жидкостью

трубопровода

В рассмотрение вводится цилиндрическая
система координат r (радиальная координа-
та), ϕ (азимутальный угол) и z (осевая коор-
дината). Внутренний и внешний радиусы ци-
линдра равны соответственно R1 и R0. Ма-
териал стенки цилиндра представляет собой
сжимаемую первоначально изотропную сре-
ду, механические параметры которой (упру-
гие константы, плотность) представляют со-
бой в общем случае произвольные достаточно
гладкие функции радиуса r.

Рассматривается задача о колебаниях
заполненного жидкостью трубопровода под
действием нагрузки q(R0, ϕ, z)e

−iωt, распре-
деленной в области Ω на его поверхности.
Краевая задача описывается системой урав-
нений [5–8]

∇Θ = ρ
∂2u

∂t2
, (1.1)

∆φ =
1

c2

∂2w

∂t2
(1.2)

и граничными условиями

r = R0 : nrΘ =

{
q(R0, ϕ, z)e

−iωt, −a 6 z 6 a,

0, |z| > a,

r = R1 : θrr = −∂φ
∂t
, θrz = 0,

θrϕ = 0, −∞ 6 z 6∞,
∂ur
∂t

= −∂φ
∂r
.

Здесь Θ — тензор, определяющий напряжен-
ное состояние среды, θrr, θrz, θrϕ — его компо-
ненты, u = {ur, uϕ, uz}— вектор перемещения

в упругой среде, ρ — плотность материала,
n — нормаль к боковой поверхности цилин-
дра, φ — потенциал, определяющий движение
жидкости, w — перемещение точек жидкости,
c — скорость звука в жидкости, ω — частота
колебаний.

В цилиндрических координатах система
уравнений (1.1), (1.2) принимает вид

∂θrr
∂r

+
θrr − θϕϕ

r
+

1

r

∂θrϕ
∂ϕ

+
∂θrz
∂z

= ρ
∂2ur
∂t2

,

∂θrϕ
∂r

+ 2
θrϕ
r

+
1

r

∂θϕϕ
∂ϕ

+
∂θzϕ
∂z

= ρ
∂2uϕ
∂t2

, (1.3)

∂θzr
∂r

+
θzr
r

+
1

r

∂θzϕ
∂ϕ

+
∂θzz
∂z

= ρ
∂2uz
∂t2

,(
1

r

∂

∂r
+

∂2

∂r2
+

∂2

∂z2

)
φ =

1

c2

∂2φ

∂t2
. (1.4)

2. Линеаризованные уравнения
колебаний преднапряженного,

заполненного жидкостью
трубопровода

При исследовании динамики преднапря-
женных тел принято различать три напря-
женных состояния [4,6–8]: естественное нена-
пряженное (ЕС), начальное деформированное
(НДС) и возмущенное (актуальное) состояние
в данный момент времени (АС). Величины,
характеризующие начальное состояние, будем
отмечать индексом 0, величины в возмущен-
ном состоянии — штрихом, возмущения ин-
дексами не отмечаются. Тогда все величины
в возмущенном состоянии представляются в
виде

u′ = u0 + u.

Линеаризация уравнений состояния, движе-
ния и граничных условий относительно НДС
проводится в предположении, что деформа-
ции в НДС являются конечными, значитель-
но превосходящими их динамические возму-
щения в АС [4, 7, 8]. При этом для тензора
Θ в уравнении (1.1) справедливо представле-
ние [8]

Θ = P + U, (2.1)
P — симметричный, определяемый законом
состояния материала и не зависящий от на-
чальных напряжений тензор, который в слу-
чае малых начальных деформаций представ-
ляется в виде

P = λ(r)trε(u)I + 2µ(r)ε(u), (2.2)
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λ(r), µ(r) — параметры Ламе, I — единичный
тензор;

U — антисимметричный тензор, связан-
ный только с начальным напряженным состо-
янием [8]

U =
1

2
[Tε (u)− ε (u) T]−TΩ(u), (2.3)

ε(u) и Ω(u) симметричный и кососимметрич-
ный тензоры деформации, T = T(r) — тензор
начальных напряжений

T =

∣∣∣∣∣∣
σ0
r 0 0

0 σ0
ϕ 0

0 0 σ0
z

∣∣∣∣∣∣ . (2.4)

Выражение (2.1) с учетом формул (2.2)–(2.4)
в случае осевой симметрии принимает вид

Θ =

∣∣∣∣∣∣
θrr θrϕ θrz
θϕr θϕϕ θϕz
θzr θzϕ θzz

∣∣∣∣∣∣ . (2.5)

где

θrr = (λ+ 2µ)
∂ur
∂r

+ λ

(
ur
r

+
∂uz
∂z

)
,

θzz = (λ+ 2µ)
∂uz
∂z

+ λ

(
ur
r

+
∂ur
∂r

)
,

θϕϕ = (λ+ 2µ)
ur
r

+ λ

(
∂ur
∂r

+
∂uz
∂z

)
, (2.6)

θrz = (µ− 1

4
σ0
r )
∂ur
∂z

+ (µ+
3

4
σ0
r )
∂uz
∂r

,

θzr = (µ− 1

4
σ0
r )
∂ur
∂z

+ (µ− 1

4
σ0
r )
∂uz
∂r

.

После внесения выражений (2.5) и (2.6) в
уравнение (1.3) и применения преобразования
Фурье по координате z (α — параметр преоб-
разования, Ur, Uz — трансформанты Фурье
функций ur, uz), уравнения колебаний неод-
нородного преднапряженного цилиндра при-
нимают вид

(λ+ 2µ)
d2Ur
dr2

+

(
λ′ + 2µ′ +

λ+ 2µ

r

)
∂Ur
∂r

+

+

(
λ′ − λ+ 2µ

r

)
Ur
r
−
(
α2(µ− 1

4
σ0
r )− ρω2

)
Ur−

− iαλ′Uz − iα
(
λ+ µ+

3

4
σ0
r

)
∂Uz
∂r

= 0, (2.7)

− iα
(
λ+ µ− 1

4
σ0
r

)
∂Ur
∂r
−

− iα
(

(µ− 1

4
σ0
r )
′ +

1

r
(λ+ µ− 1

4
σ0
r )

)
Ur+

+

(
µ− 1

4
σ0
r

)
∂2Uz
∂r2

+

+

(
(µ− 1

4
σ0
r )
′ +

1

r
(µ− 1

4
σ0
r )

)
∂Uz
∂r
−

−
(
(λ+ 2µ)α2 − ρω2

)
Uz = 0.

Краевая задача о колебаниях неоднородно-
го, заполненного жидкостью полого цилин-
дра, дополняется преобразованными по Фу-
рье уравнением движения жидкости (1.4)
(Φ — трансформанта Фурье функции φ)(

∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
− γ2

)
Φ = 0,

γ2 = α2 − ω2

c2
,

(2.8)

и граничными условиями
r = R0:

(λ+ 2µ)
dUr
dr

+ λ

(
Ur
R0
− iαUz

)
=

= Q(α,R0), (2.9)

−iα(µ− 1

4
σ0
r )Ur + (µ− 1

4
σ0
r )
∂Uz
∂r

= T (α,R0),

r = R1:

(λ+ 2µ)
dUr
dr

+ λ

(
Ur
R1
− iαUz

)
= iρωΦ,

−iα(µ− 1

4
σ0
r )Ur + (µ− 1

4
σ0
r )
∂Uz
∂r

= 0, (2.10)

−iωUr = −∂Φ

∂r
.

Система уравнений (2.7) представляет со-
бой систему обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений с переменными коэффициен-
тами, решение которой в аналитической фор-
ме возможно лишь в исключительных случа-
ях. Например, когда все механические пара-
метры среды (модули упругости и плотность)
изменяются по одному и тому же экспоненци-
альному закону.

Решение уравнения (2.8) с учетом того,
что точка r = 0 является внутренней точкой
жидкости, имеет вид

Φ = c5I0(γr),

где I0(γr) — модифицированная функция
Бесселя нулевого порядка.
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3. Решение задачи о колебаниях
трубопровода, выполненного из

неоднородного материала

Положим, что упругие константы матери-
ала стенок цилиндра представляют собой про-
извольные функции радиуса r. Для построе-
ния решения уравнения (2.7) преобразуем его
за счет введения новой неизвестной.

Y =
{
U ′r, iαU

′
z, Ur, iαUz

}
= {Y1, Y2, Y3, Y4}.

В новых обозначениях система уравнений
(2.7) представляется в виде

Y′ = M(α, r)Y (3.1)

с матрицей

M =
1

λ+ 2µ
‖mij‖4i,j=1 . (3.2)

Элементы матрицы (3.2) определяются фор-
мулами

m11 = −λ
′ − 2µ′

l
− 1

r
, m12 =

λ+ b

l
,

m13 =
α2a− ρω2

l
− λ′

l r
− 1

r2
, m14 =

λ′

l
,

m21 = −α
2(λ+ a)

a
, m22 = −a

′

a
+

1

r
,

m23 = −α2

(
a′

a
+
λ/a+ 1

r

)
,

m24 =
(λ+ 2µ)α2 − ρω2

a
,

m31 = m42 = 1, m3n = 0, n = 2, 3, 4,

m4n = 0, n = 1, 3, 4,

a = µ− 1

4
σ0

11, b = µ+
3

4
σ0

11, l = λ+ 2µ.

Представим решение системы (3.1) в виде

Yj =
4∑
i=1

ci(α)yij(α, r), j = 1, 2, 3, 4, (3.3)

где yij(α, r), i, j = 1, 2, 3, 4 — набор ли-
нейно независимых решений задачи Коши
для уравнения (3.1) с начальными условия-
ми yij (α,R0) = δij (δij — символ Кронекера).
Неизвестные ci (α) (i = 1, 2, 3, 4), участвую-
щие в представлении (3.3), находятся при удо-
влетворении граничных условий (2.9) и (2.10),

которые с учетом принятых выше обозначе-
ний принимают вид

LC = Q∗,

Здесь C = {c1, c2, c3, c4, c5} — расширенный
вектор коэффициентов, Q∗ = {Q, iαT, 0, 0, 0}—
расширенный вектор нагрузки,

L =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
l11 l21 l31 l41 0

l12 l22 l32 l42 0

l13 l23 l33 l43 l53

l14 l24 l34 l44 0

0 0 l35 0 l55

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (3.4)

Участвующие в представлении матрицы
(3.4) элементы lij определяются формулами
(m = 1, 2, 3, 4)

lm1 = (λ+ 2µ)ym1(α,R0)+

+ λ/R0ym3(α,R0)− λym4(α,R0),

lm2 = bym2(α,R0) + α2a ym3(α,R0),

lm3 = (λ+ 2µ)ym1(α,R1)+

+ λ/R1ym3(α,R1)− λym4(α,R1),

lm4 = bym2(α,R1) + α2a ym3(α,R1),

l35 = −ω, l53 = ρωI0(γR0), l55 = γI1(γR0).

Решение краевой задачи (2.7)–(2.10) пред-
ставляется в виде [7–11]

u(r, z) =
1

2π

z2∫
z1

k(z − ξ, r, ω)q(ξ) dξ,

k(s, r, ω) =

∫
Γ

K(α, r, ω)eiαs dα,

(3.5)

с матрицей-функцией K(α, r, ω), элементы ко-
торой определяются соотношениями

Kmn =
1

∆0

4∑
p=1

∆pnym+2,p, m, n = 1, 2,

∆0 = det L, ∆pn — алгебраическое дополнение
элемента lpn матрицы L.

Интегральное представление (3.5) описы-
вает перемещение произвольной точки трубо-
провода, выполненного из неоднородного по
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Рис. 1. Кривые, определяющие изменение свойств материала по радиусу

толщине материала, под действием распреде-
ленной на поверхности центрально симмет-
ричной нагрузки. В случае задачи о колеба-
нии бандажа на поверхности трубы, в форму-
лах (3.5) необходимо положить r = R0. В этом
случае выражение (3.5) будет представлять
собой интегральное уравнение относительно
неизвестной функции распределения контакт-
ных напряжений в зоне контакта.

4. Динамика трубопровода в
отсутствие жидкости

Рассмотрим радиальные колебания жест-
кого бандажа на поверхности пустого трубо-
провода, выполненного из неоднородного по
толщине материала, трение в области кон-
такта предполагается отсутствующим. Зада-
ча сводится к скалярному аналогу уравне-
ния (3.5), в котором необходимо положить
r = R0. Полученное при этом выражение
представляет собой интегральное уравнение с
символом ядраK11(α,R0, κ2), в котором учте-
но, что жидкость внутри трубопровода отсут-
ствует. Эффективные методы решения подоб-
ных интегральных уравнений включают де-
тальное исследование свойств символа инте-
грального оператора [1,2], особенностью кото-
рого является наличие конечного, зависяще-
го от частоты множества нулей и полюсов. В
качестве иллюстрации рассмотрим полый ци-
линдр, выполненный из материала, упругие
модули которого изменяются по закону

µ(r) = µ0f(r), λ(r) = λ0f(r),

где функция f(r) представлена кривыми на
рис. 1.

Здесь k — коэффициент, определяющий
диапазон изменения свойств материала стен-
ки цилиндра, λ0, µ0 — заданные упругие
модули. Рассматривается «нормальный» тип
неоднородности (кривые 1, 5 и 7 — жесткость
материала увеличивается по мере удаления от
внешней поверхности), и «аномальный» тип
неоднородности (кривые 2, 6 и 8 — жест-
кость уменьшается). Кривые 7 и 8 представ-
ляют линейную, 5 и 6 — квадратичную, 1 и
2 — кубическую зависимости. Цифрами 3 и 4
отмечены прямые, соответствующие однород-
ной среде с предельными значениями модулей
(f(r) = 1 — кривая 3, f(r) = k — кривая 4).

Исследования [4,6] показали, что динами-
ческие свойства неоднородной среды зависят
от характера изменения ее механических па-
раметров, который можно классифицировать:

– по типу неоднородности: «нормальная»
(жесткость увеличивается по глубине) или
«аномальная» (жесткость уменьшается по
глубине);

– по градиентности неоднородности и об-
ласти ее локализации;

– по интегральному коэффициенту неод-
нородности

f0 =
1

h

R0∫
R1

f(r) dr.

Из графиков на рис. 1. видно, что интеграль-
ные коэффициенты для зависимостей типа 1
и 2, 5 и 6, 7 и 8 попарно равны, так как это
один и тот же неоднородный материал, кото-
рый в одном случае (кривые 1, 5 и 7) распо-
ложен жесткой стороной вовнутрь, во втором
(кривые 2, 6 и 8) — жесткой стороной наружу.
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Рис. 2. Фрагменты дисперсионных диаграмм. а) — первые три моды для однородного (сплошные

линии 4) и неоднородного (штрих, пунктир и сплошные линии 7) материалов; б ) — сравнение первых
мод для нормального (сплошные) и аномального (пунктир) типов среды
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Рис. 3. Сравнение нулей для однородной (сплошные линии 4) и неоднородной (штриховые,

пунктирные и сплошные линии 7 и 8) среды. а) — нормальная среда, б ) — аномальная среда

На рис. 2а и 2б представлены фрагменты
дисперсионных диаграмм для полого цилин-
дра, выполненного из однородного (сплош-
ные линии 4) и различных видов неоднород-
ного материала в отсутствие жидкости. На
рис. 2а — приведены первые три моды для ма-
териалов 1, 5 и 7 (нормальный тип, соответ-
ственно штриховые, пунктирные и сплошные
линии), которые сравниваются с модами для
однородной среды. Здесь и ниже нумерация
кривых соответствует нумерации на рис. 1.
На рис. 2б приведены первые моды для ма-
териалов 5 и 6 (интегральный коэффициент
один и тот же). Как следует из графиков, ин-
тегральный коэффициент для рассматривае-
мого класса задач является определяющим,
различие между кривыми, соответствующи-
ми «нормальной» и «аномальной» неоднород-
ностям, незначительно.

Необходимо учесть, что в отсутствие жид-
кости граничные условия на внутренней и
внешней (вне зоны контакта) поверхности по-
лого цилиндра совпадают. Именно это обсто-
ятельство приводит к тому, что дисперсион-
ные свойства полого цилиндра слабо зависят
от ориентации неоднородного материала. Тем
самым, поверхностное волновое поле будет из-
меняться лишь тогда, когда изменится инте-
гральный коэффициент. В других случаях,
например, в случае слоя с защемленным ос-
нованием, тип изменения свойств среды (ано-
мальный или нормальный) играет такую же
роль, как и интегральный коэффициент.

На рис. 3а и 3б приведены кривые, ил-
люстрирующие распределение нулей символа
ядра интегрального оператора, рассчитанные
для всех, рассматриваемых в работе типов
сред. Цифрой 4 на обоих рисунках обозначе-
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Рис. 4. Влияние наличия жидкости на дисперсионные свойства трубопровода

ны кривые для однородной среды (сплошные
линии). На рис. 3а — для неоднородных ма-
териалов 1, 5 и 7 (соответственно штриховые,
пунктирные и сплошные линии), на рис. 3б —
для материалов 2, 6 и 8 (также штриховые,
пунктирные и сплошные линии). Как следует
из графиков, любое изменение свойств среды
существенным образом сказывается на рас-
пределении нулей. Если учесть, что нули от-
ветственны за структуру волнового поля на-
пряжений в зоне контакта, то можно предпо-
ложить, что изменение интегрального коэф-
фициента неоднородности, равно как и изме-
нение типа неоднородности (нормальный или
аномальный) среды, будет влиять на динами-
ческую жесткость полого цилиндра. Тем са-
мым, динамическая жесткость является бо-
лее информативной характеристикой измене-
ния свойств, по сравнению с поверхностным
волновым полем.

5. Динамика заполненного
жидкостью трубопровода

Рассмотрим радиальные колебания жест-
кого бандажа на поверхности заполненного
нефтью трубопровода, выполненного из неод-
нородного по толщине материала. Трение в
области контакта предполагается отсутствую-
щим. Задача сводится к скалярному аналогу
уравнения (3.5), в котором необходимо поло-
жить r = R0. Полученное при этом уравне-
ние представляет собой интегральное уравне-
ние с символом ядра K11(α,R0, κ2), в котором
в полной мере учтено наличие в трубопрово-
де жидкости. Как и ранее, исследуем свой-

ства символа интегрального оператора [1,2]. В
качестве иллюстрации рассмотрим цилиндр,
выполненный из материала, упругие модули
которого определяются представленными на
рис. 1. кривыми.

На рис. 4а представлена дисперсионная
диаграмма заполненного жидкостью трубо-
провода, выполненного из неоднородного ма-
териала 5. Видно, что дисперсионный харак-
тер системы резко изменился по сравнению
с пустым трубопроводом: значительно увели-
чилось количество мод распространяющихся
волн, появилась нулевая, обладающая слабой
дисперсией мода, которая отсутствует в пу-
стом трубопроводе. Распространяющиеся мо-
ды, за исключением нулевой, имеют сложный
дисперсионный характер: диапазоны частот
с сильной дисперсией чередуются с диапазо-
нами частот со слабой дисперсией. Влияние
жидкости на дисперсионные свойства трубо-
провода иллюстрируют графики, приведен-
ные на рис. 4б: для пустого трубопровода —
сплошные кривые, для заполненного жидко-
стью трубопровода — пунктир. Материал тру-
бопровода один и тот же. Как следует из
графиков, слабодисперсные участки опреде-
ляются свойствами трубопровода, сильно дис-
персные участки — заполняющей трубопро-
вод жидкостью. Существуют диапазоны ча-
стот, на которых дисперсионные кривые для
пустого и наполненного жидкостью трубопро-
вода полностью совпадают, т. е. жидкость на
таких частотах не участвует в формирова-
нии поверхностного волнового поля. Более де-
тальное представление о структуре поверх-
ностного волнового поля для наполненного
трубопровода можно получить из графиков
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Рис. 5. Дисперсионные кривые для различных видов неоднородности
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Рис. 6. Отдельные моды дисперсионных кривых

на рис. 5, на которых к дисперсионным кри-
вым (сплошные линии) добавлены кривые ну-
лей (штриховые линии) символа ядра инте-
грального оператора. Трубопровод, выполнен
из неоднородного материала 5 — рис. 5а и
из материала 6 — рис. 5б. Нетрудно заме-
тить, что часть распространяющихся мод по-
верхностных волн, обусловленных наличием
жидкости, подавляется нулями. Это относит-
ся как нулевой моде, так и к другим мо-
дам. Основную роль в структуре поверхност-
ного волнового поля, как в зоне контакта, так
и вне ее, играют определяемые самим тру-
бопроводом моды. Наличие жидкости приво-
дит к некоторому усилению влияния характе-
ра неоднородности на структуру поверхност-
ного волнового поля, поскольку в этом слу-
чае имеет место различие граничных условий
на внешней и внутренней поверхности запол-

ненного цилиндра. Для иллюстрации влияния
свойств материала на динамику заполненного
нефтью трубопровода на рис. 6а и 6б приве-
дены графики отдельных мод дисперсионных
кривых, рассчитанных для рассматриваемых
видов неоднородности. На рис. 6а представле-
ны первые три, на рис. 6б — третьи и четвер-
тые моды дисперсионных кривых.

Нетрудно видеть, что нулевая мода, суще-
ствование которой определено наличием жид-
кости, от свойств материала трубопровода не
зависит. Интерес представляет первая мода.
На ее низкочастотной части основную роль
играет интегральный коэффициент — в рас-
сматриваемом случае для зависимостей 5 и 6
никакого различия нет. На высокочастотной
части проявляется определенное различие в
поведении кривых, соответствующих различ-
ным видам неоднородности. Однако эти мо-
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ды обусловлены наличием жидкости, в пу-
стом трубопроводе они отсутствуют. Тем са-
мым граничные условия также начинают иг-
рать определенную роль — наличие жидко-
сти определяет существование напряжений на
внутренней поверхности цилиндра.

Учитывая сложный характер дисперси-
онных свойств символа ядра интегрального
уравнения, для его решения целесообразно
применить обобщенный метод фиктивного по-
глощения [4, 12], при использовании которо-
го в полной мере учитываются динамические
свойства среды.

Заключение

Построена математическая модель дина-
мических процессов в трубопроводе, выпол-
ненном из неоднородного по толщине мате-
риала и заполненном жидкостью, находящей-
ся под большим давлением. Проведен деталь-
ный анализ структуры волнового поля как
на свободной поверхности цилиндра, так и в
зоне контакта. Показано, что более информа-
тивной характеристикой, определяющей из-
менение свойств среды является динамиче-
ская жесткость, поверхностное волновое поле
определяется в основном интегральным коэф-
фициентом неоднородности.
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