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К РЕШЕНИЮ ДИНАМИЧЕСКОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ УПРУГОГО
ПОЛУПРОСТРАНСТВА С ТРЕЩИНОЙ1
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TO THE SOLUTION OF A DYNAMIC PROBLEM FOR ELASTIC HALF-SPACE
WITH A CRACK

Pavlova A. V., Ratner S. V., Rubtsov S. E.

The problem of a half-space vibration containing semi-infinite crack parallel the surface is considered.
Asymptotic properties of the Green matrix elements and the scheme of solving integral equations system
are presented.

Анализу напряженного состояния слои-
стых анизотропных структур, ослабленных
трещинами, параллельными границам разде-
ла слоев, посвящены многочисленные публи-
кации [1–12] и др. Широкий обзор методов
решений задач для материалов, сжимаемых
вдоль трещин, приведен в [13]. Однако точ-
ные аналитические решения трехмерных за-
дач динамики трещин в настоящее время по-
строены лишь для частных случаев областей,
занимаемых полостями. Одна из таких обла-
стей — полуплоскость. В работе [6] рассмотре-
на трехмерная задача о полубесконечной тре-
щине нормального отрыва, содержащейся в
трансверсально-изотропной среде, в [7] приве-
дено замкнутое решение задачи о полубеско-
нечной трещине, расположенной параллель-
но границе упругого полупространства при
двух типах граничных условий на поверхно-
сти. В [8] приведен эффективный метод реше-

ния динамических задач для слоистых сред,
содержащих полости-трещины и включения.

Устойчивый интерес к задачам для сред
с дефектами определяет многообразие подхо-
дов к их решению. В настоящей работе рас-
сматривается задача об установившихся (с ча-
стотой ω) колебаниях однородного упруго-
го полупространства (−∞ 6 x1, x2 6 +∞,
x3 6 h2), содержащего полубесконечную тре-
щину, расположенную в плоскости x3 = h1

(−∞ 6 x2 6 +∞, x1 6 0). Это одна из наибо-
лее простых моделей, позволяющих ответить
на некоторые вопросы распространения сей-
смических колебаний в геофизической среде,
которая может служить составной частью бо-
лее сложных моделей.

Для построения решения применяется ме-
тод, развитый в рамках теории вирусов виб-
ропрочности [9–12] и основанный на примене-
нии формулы Бетти для амплитуд напряже-
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ний и перемещений на границе полупростран-
ства (τ 2,v2) и в плоскости трещины (τ 1,v

±
1 ).

Система функционально-матричных
уравнений, связывающих в трансформантах
Фурье перемещения точек поверхности U2,
скачок перемещений на берегах трещины U1

и напряжения на поверхности T2 и в плоско-
сти трещины T1, может быть представлена
следующим образом:

G(α1, α2)U(α1, α2) = T(α1, α2),

T = (T1,T2)T , U = (U1,U2)T .
(1)

Здесь G(α1, α2) — блочная матрица-
функция G(α1, α2) = ‖Gkm‖, k,m = 1, 2, эле-
ментами которой также являются матрицы-
функции Gkm =

∥∥∥gkmij ∥∥∥, i, j = 1, 3. В свою

очередь gkmij зависят от параметров преобра-
зования Фурье α1, α2, частоты колебаний ω,
плотности ρ и упругих характеристик среды
λ, µ. Система (1) описывает вирус вибропроч-
ности V (2/h1;x1 = 0/h2;∞) [9].

При исследовании асимптотических
свойств матриц-функций Gij установлено
экспоненциальное убывание элементов Gij

(i 6= j) при α → ∞. Матрицы, стоящие на
главной диагонали содержат элементы, имею-
щие степенной рост. Главные члены асимпто-
тических разложений Gii можно представить
в виде

giikm = riikm
(
1 +O(α−2)

)
,
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что согласуется с результатами, приведенны-
ми в [5]. Здесь использованы обозначения
γ1 = ω/v1

, γ2 = ω/v2
, v1 =

√
λ+2µ
ρ , v2 =

√
µ
ρ

и представления α1 = α cosϕ, α2 = α sinϕ.
Относительно трансформанты Фурье

неизвестного скачка перемещений на берегах
трещины система матрично-функциональных
уравнений (1) может быть записана в виде(
G11 −G12G

−1
22 G21

)
U1 = T1 −G12G

−1
22 T2.

Метод решения этой системы проиллюстри-
руем на примере задачи о колебаниях для по-
лупространства с трещиной со свободной по-
верхностью. В этом случае

KU1 = T1,

K = G11 −G12G
−1
22 G21.

(2)

Применив к соотношениям (2) обратное
преобразование Фурье по α1, нетрудно по-
лучить систему интегральных уравнений от-
носительно характеристики скачка перемеще-
ний на берегах трещины

∞∫
0

k (x1 − ξ1, α2)u1 (ξ1, α2) dξ1 =

= t1 (x1, α2) . (3)

Здесь

k (x1, α2) =
1

2π

∫
Γ

K (α1, α2) exp (−iα1x1) dα1,

u1 (x1, α2) =

=
1

2π

∞∫
−∞

U1 (α1, α2) exp (−ix1α1) dα1 =

=

∞∫
−∞

v1 (x1, x2) exp (ix2α2) dx2,
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t1 (x1, α2) =

=
1

2π

∞∫
−∞

T1 (α1, α2) exp (−iα1x1) dα1 =

=

∞∫
−∞

τ 1 (x1, x2) exp (iα2x2) dx2.

Контур Γ проходит в области регулярности
подынтегральных функций, обходя положи-
тельные и отрицательные особенности эле-
ментов матрицы-функции K (α1, α2) в соот-
ветствии с принципом предельного поглоще-
ния [14].

При этом элементы kij (i, j = 1, 2) и k33

матрицы K имеют асимптотическое поведе-
ние kij = r11

ij

(
1 +O

(
α−2

))
при α→∞.

Применение развитых методов решения
полученной системы интегральных урав-
нений (3), основанных на факторизации
матриц-функций, требует убывания элемен-
тов kij . Вынося в области из обеих ча-
стей системы дифференциальный оператор

−
d2

dx2
1

+ l2, где l — некоторое число (l > 0), си-

стему (2) можно привести к виду

∞∫
0

k0(x1 − ξ1, α2)u1(ξ1, α2) dξ1 =

t∗(x1, α2) + c (x1, α2) , (4)

где

k0 (x1, α2) =
1

2π

∫
Γ

K0 (α1, α2) exp (−iα1x1) dα1,

K0 =
∥∥k0

ij

∥∥3

i,j=1
, k0

ij = kij
(
α2

1 + l2
)−1

,

t∗ (x1, α2) =
1

2π

∫
Γ

(
α2

1 + l2
)−1

T1 (α1, α2)×

× exp (−iα1x1) dα1,

c (x1, α2) — частное решение системы диффе-

ренциальных уравнений l2f −
d2f

dx2
1

= 0. В дан-

ном случае c (x1, α2) = C (α2) e−lx1 , где неиз-
вестный вектор C (α2) находится из условия
смыкания берегов на краю трещины

u1(0, α2) = 0. (5)

Для решения (4) можно воспользоваться ме-
тодом Винера-Хопфа [14], следуя которому,
приходим к системе функциональных уравне-
ний

K0 (α1, α2)U+ (α1, α2) =

= T+
∗ (α1, α2) +

C (α2)

z − iα1
+ P− (α1, α2) , (6)

U+ (α1, α2) =

∞∫
0

u1(x1, α2) exp (iα1x1) dx1,

T+
∗ (α1, α2) =

∞∫
0

t∗ (x1, α2) exp (iα1x1) dx1,

P− (α1, α2) =

0∫
−∞

p (x1, α2) exp (iα1x1) dx1,

p — неизвестная функция продолжения пра-
вой части (4) в область x1 < 0.

В результате использования методов фак-
торизации матриц по параметру α1 в виде
произведения и суммы [14,15] система (6) пре-
образуется к следующему виду:

K+
0 U

+ −
{(

K−0
)−1

T+
∗

}+
−

−C

{
1

l − iα1

(
K−0
)−1
}+

= 0, (7)

K−0 P
− +

{(
K−0
)−1

T+
∗

}−
+

+ C

{
1

l − iα1

(
K−0
)−1
}−

= 0. (8)

Из первой системы уравнений (7) определяет-
ся вектор U+ (α1, α2)

U+ =
(
K+

0

)−1
{(

K−0
)−1

T+
∗

}+
+

+ C
(
K+

0

)−1
{

1

z − iα1

(
K−0
)−1
}+

.

Тогда

u1 (x1, α2) =

= f1 (x1, α2) + C (α2) f2 (x1, α2) , (9)
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f1 (x1, α2) =
1

2π

∞∫
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(
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При этом неизвестный вектор C (α2) в
(9) определяется из условий (5), т.е.
C = −f1 (0, α2) f−1

2 (0, α2).
Таким образом

u (x1, α2) = f1 (x1, α2)−
− f1 (0, α2) f−1

2 (0, α2) f2 (x1, α2) . (10)

Из системы уравнений (8) можно найти
Фурье-образ функции напряжений, возника-
ющих на продолжении трещины

P− (α1, α2) = −
(
G−0
)−1

{(
G−0
)−1

T+
∗

}−
−

−C
(
G−0
)−1

{
1

z − iα1

(
G−0
)−1
}−

.

Отсюда нетрудно найти обращение Фурье
p (x1, x2) данной функции.

Таким образом, определение искомой
вектор-функции скачка сводится к обраще-
нию Фурье по α2 соотношения (10). Исполь-
зуя (10), можно также найти перемещения на
поверхности.

В строительной механике и материалове-
дении особый интерес вызывает изучение ди-
намики полостей-трещин конечных размеров,
в том числе — не имеющих в плане правиль-
ную форму круга. Используя представленную
схему построения систем интегральных урав-
нений, решения такого рода задач могут быть
получены с помощью метода фиктивного по-
глощения [15].
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