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The work considers constructional materials with coatings aimed to increase mechanical properties of
a structure, filter external fields, and protect materials from external actions. To calculate their condition,
approximated formulas are developed.

Ряд конструкционных материалов име-
ют покрытия, предназначенные для мно-
гоцелевого использования. Такие покрытия
применяются для повышения прочностных
свойств материала, защиты материалов от
внешних воздействий, обеспечения техниче-
ских требований, связанных с функциональ-
ным предназначением материалов. Материа-
лы могут пребывать не только под действием
полей напряжений, вызывающих напряженно-
деформированное состояние, но также под
действием температурных, электромагнитных
и иных внешних воздействий, описываемых
соответствующими краевыми задачами. В за-
висимости от технических требований, ма-
териалы могут иметь разнотипные покры-
тия, контактирующие между собой, полно-
стью покрывающие тело, называемое под-
ложкой. Описанные покрытия отличаются от
стрингеров или накладок, теория которых с
исчерпывающей полнотой развита в работах
В.М. Александрова и его учеников [1]. Отли-
чие рассматриваемых покрытий от стринге-
ров состоит в необходимости учета несколь-
ких компонент воздействия в зоне контакта
покрытия с подложкой.

К описанным проблемам также примыка-
ет задача оценки состояния покрытий мате-

риалов в условиях старения покрытий, изме-
нения их свойств и последующей возможно-
сти использования таких материалов в соот-
ветствии с их техническим предназначением.
Другая область, где могут быть использованы
материалы такого рода — это фильтрация ма-
териалами полей различной природы — элек-
тромагнитных, тепловых, радиационных, ре-
гулирование их интенсивности в планируемых
зонах.

1. Рассматривается краевая задача, опи-
сывающая поведение материалов с покрыти-
ями в статическом случае или в условиях виб-
рации, гармонических воздействий. Считает-
ся, что покрытия являются контактирующи-
ми между собой двумерными деформируемы-
ми объектами с разнотипными свойствами,
с усредненными по толщине параметрами, в
частности, тонкостенными пластинами. Они
находятся на трехмерной деформируемой под-
ложке в виде слоя. Предполагается, что под-
ложка представляет собой трехмерный слой
Ω: −∞ 6 x1, x2 6 ∞, −H 6 x3 6 0, описы-
ваемый в декартовой системе координат соот-
ношениями [2].

Считаем, что на нижней границе слоя, ко-
торую будем обозначать ∂Ω−, задаются од-
нородные и однотипные граничные условия,
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явное описание которых несущественно, а на
верхней границе ∂Ω+ — разнотипные, описы-
ваемые в каждой из областей ωp ∪ ωp = ∂Ω+

своими граничными условиями.
Считаем, что краевая задача для вектор-

функции ϕ = {ϕr} из некоторого простран-
ства Hs описывается системой дифференци-
альных уравнений в частных производных с
постоянными коэффициентами вида [3–5]

Q(∂x1, ∂x2, ∂x3)ϕ = 0,

x = {x1, x2, x3} ∈ Ω,
(1)

ϕ = {ϕr}, r = 1, 2, . . . ,M,

ϕ(x) = ϕ(x1, x2, x3).

Оговоренное выше граничное условие на верх-
ней границе слоя имеет вид

Rp(∂x1, ∂x2)ϕp = bp, p = 1, 2, . . . , N,

∪ωp = ∂Ω+, x3 = 0,

ϕp(x1, x2) = {ϕpr(x1, x2)} = ϕ(x1, x2, 0),

(x1, x2) ∈ ωp.

(2)

Операторы Q, Rp представимы в матричном
виде

Q(∂x1, ∂x2, ∂x3) = ‖amr(∂x1, ∂x2, ∂x3)‖ ,

Rp(∂x1, ∂x2) = ‖bpmr(∂x1, ∂x2)‖ ,

∂kx = ∂k/∂xk.

Здесь amr, bpmr линейные дифференциаль-
ные выражения с постоянными коэффициен-
тами, для которых amr(−iα1,−iα2,−iα3) яв-
ляются полиномами переменных α1, α2, α3, а
bpmr(−iα1,−iα2) — полиномами α1, α2 при за-
менах ∂kxm → (−iαm)k. Из сказанного сле-
дует, что, в свою очередь, для каждого диф-
ференциального оператора Rp(∂x1, ∂x2) в об-
ласти ωp с границей ∂ωp в общем случае
должна быть сформулирована краевая зада-
ча, т. е. на границе должны быть заданы
граничные условия. Заметим, что операторы
Rp(∂x1, ∂x2) содержат в качестве свободных
членов выражения вида ∂kx3ϕ(x1, x2, 0), пони-
маемые как

∂kx3ϕ(x1, x2, x3), x3 → 0. (3)

Поэтому неизвестными в областях ωp являют-
ся вектор-функции ϕSp

p

ϕ
Sp
p =

{
∂kx3ϕr(x1, x2, 0)

}
,

r = 1, 2, . . . ,M, k = 0, 1, . . . , Sp,

(x1, x2) ∈ ωp,

(4)

или вектор-функции, компонентами которых
являются комбинации функций

∂kx3ϕr (x1, x2, 0) , (x1, x2) ∈ ωp.

Здесь Sp — некоторые числа, определя-
емые порядком производных операторов
Q(∂x1, ∂x2, ∂x3), Rp(∂x1, ∂x2).

С учетом того, что объединение областей
ωp полностью покрывает границу ∂Ω+, заклю-
чаем, что покрытия любых соседних областей
ωp, ωg контактируют между собой по грани-
цам, на которых в общем случае выполняются
граничные условия сопряжения вида

Γpϕ
Sp
p + Γgϕ

Sg
g = 0,

(x1, x2) ∈ ∩∂ωr, r = p, g.
(5)

Здесь Γp, Γg — матрицы-функции сопряже-
ния граничных условий краевых задач для
Rp(∂x1, ∂x2), Rg(∂x1, ∂x2) в областях ωp, ωg
соответственно.

Заметим, что в частном случае сформули-
рованные граничные условия описывают кра-
евые задачи для произвольных систем раз-
общенно действующих на границу ∂Ω+ слоя
жестких штампов [6]. В этом случае гра-
ничные условия сопряжения (5) упрощаются.
Жесткие штампы могут без свободных зон,
покрывать всю плоскость ∂Ω+, контактируя
между собой по границам ∂ωp. В последнем
случае вся поверхность ∂Ω+ покрыта жест-
кими разнотипными штампами произвольной
формы, взаимодействующими между собой не
только посредством подложки, но и по гра-
ницам взаимных контактов. Граничные усло-
вия (4) описывают взаимодействия штампов
по границам ∂ωp, выражаемые, в зависимо-
сти от условий контакта (жесткий контакт, без
или с трением и т. д.), некоторыми соотноше-
ниями между напряжениями, смещениями и
физическими полями на границах. С учетом
того, что материалы являются термоэлектро-
упругими, покрытия могут быть как провод-
никами температурных и электромагнитных
полей, так и изоляторами.

2. Для исследования и решения краевой
задачи (1), (2) введем в рассмотрение вспо-
могательную краевую задачу, решаемую мето-
дом преобразования Фурье [2,6]. С этой целью,
сохранив граничное условие на границе ∂Ω−,
заменим в исходной краевой задаче граничное
условие (2) следующим

Rλ(∂x1, ∂x2)ϕ = g(x1, x2),
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(x1, x2) ∈ ∂Ω+, x3 = 0.

Здесь Rλ(∂x1, ∂x2) — дифференциальное вы-
ражение граничного условия (однотипное на
∂Ω+), а g(x1, x2) — новая неизвестная вектор-
функция, заданная на ∂Ω+. В частности, λ
может совпадать с любым из p формулы (2),
распространенным на все ∂Ω+. Однако гра-
ничные условия можно сформулировать и по-
другому, задав в качестве неизвестных одно-
типные значения на ∂Ω+ вектор-функций (4).

Обозначив через ϕλ решение вспомога-
тельной задачи, его можно представить в фор-
ме

ϕλ(x1, x2, x3) =

=
1

(2π)2

∞∫∫
−∞

K(α1, α2, x3)×

×G(α1, α2)e
−i 〈α,x〉 dα1 dα2, (6)

G(α1, α2) = Fg(x), 〈α,x〉 = α1x1 + α2x2.

Здесь для двумерного преобразования Фурье
приняты обозначения

Fϕr =

∞∫∫
−∞

ϕr(x)ei 〈α,x〉 dx1 dx2,

ϕr =
1

(2π)2

∞∫∫
−∞

Fϕr(x)e−i 〈α,x〉 dα1 dα2 ≡

≡ F−1(Fϕr).

Обозначив проектор на область ωp через Pp и
положив

gp(x) = Ppg(x),

приходим к системе псевдодифференциаль-
ных уравнений вида

1

(2π)2

∞∫
−∞

∫
Kp1(α1, α2)×

×
N∑
n=1

Gn(α1, α2)e
−i〈α,x〉 dα1 dα2 =

= bp(x1, x2), (7)

p = 1, 2, . . . , N, (x1, x2) ∈ ωp,

Gn(α1, α2) = Fgn(x).

В правой части соотношения (7)

Kp1(α1, α2) = Rp(−iα1,−iα2)K(α1, α2, 0),

могут присутствовать операции (3), соверша-
емые над элементами K(α1, α2, x3).

Построенная система псевдодифференци-
альных уравнений имеет символ Kp1(α1, α2) с
тождественно равным нулю определителем.

В общем случае элементы матриц-
функций Kp1(α1, α2) являются степенным
образом растущими функциями аргумента
A =

√
α2
1 + α2

2.
Преобразуем систему таким образом, что-

бы элементы символа были бы убывающими
на бесконечности функциями.

Введем в рассмотрение дифференциаль-
ные выражения и порождаемые ими полино-
мы вида

V+(∂x1, ∂x2) = ∂x1 + i∂x2,

V−(∂x1, ∂x2) = ∂x1 − i∂x2,
V+(−iα1,−iα2) = −iα1 + α2,

V−(−iα1,−iα2) = −iα1 − α2,

V+(∂x1, ∂x2)V−(∂x1, ∂x2)− c2 ≡
≡ ∂2x1 + ∂2x2 − c2,

V+(−iα1,−iα2)V−(−iα1,−iα2)− c2 =

= −(α2
1 + α2

2)− c2.

Комбинацией этих дифференциальных вы-
ражений можно всегда добиться необхо-
димого степенного поведения полиномов
V(−iα1,−iα2) параметров α1, α2, порож-
даемых дифференциальными выражениями
V(∂x1, ∂x2).

Построим для каждого p эллиптические
дифференциальные формы Vp(∂x1, ∂x2) та-
ким образом, чтобы имело место асимптоти-
ческое поведение вида

V−1p (−iα1,−iα2)Kp1(α1, α2) = O(A−1).

Для эллиптических дифференциальных форм
Vp(∂x1, ∂x2) поставим краевые задачи в ωp,
положив

Vp(∂x1, ∂x2)ψp = bp, ∂qnψp = fp,

(x1, x2) ∈ ∂ωp, q = 0, 1, . . . , qp.
(8)

Здесь гладкие вектор-функции fp временно
считаются произвольными. Значения ψp опре-
деляются из однозначно разрешимой краевой
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задачи в некотором Hs(ωp), n-внешняя нор-
маль к границе ∂ωp.

Обратный оператор V−1p краевой задачи
(8), линейный по каждому аргументу, можно
построить методом факторизации [3–5]. Реше-
ние краевой задачи представимо в виде

ψp(x1, x2) = V−1p [bp, fp], (x1, x2) ∈ ωp. (9)

Применим к системе псевдодифференциаль-
ных уравнений (7) обратные операторы V−1p
с граничными условиями (8), взяв для пред-
ставления решения гладкие значения вектор-
функций fp. Запишем систему в виде

1

(2π)2

∞∫
−∞

∫
Kp2(α1, α2)×

×
N∑
n=1

Gn(α1, α2)e
−i 〈α,x〉 dα1 dα2 =

= V−1p [bp, fp], (10)

p = 1, 2, . . . , N, (x1, x2) ∈ ωp,

Gn(α1, α2) = Fgn(x),

Kp2(α1, α2) = V−1p (−iα1,−iα2)Kp1(α1, α2).

Справедлива
Теорема. Система интегральных уравне-

ний (10) имеет приближенное решение вида

gm(x1, x2) =

= F−1
N∑
p=1

K−1p2 (α1, α2)FV−1p (bp, fp)+

+O(e−ξ|x−τ |), (11)

(x1, x2) ∈ ωm, τ ∈ ∂ωm, ξ > 0.

Определив вектор-функции gm(x1, x2), най-
дем ϕλ по формуле (6). Заметим, что через
посредство формул (6), (9) решение краевой
задачи ϕp(x1, x2, x3) зависит от пока не опре-
деленных функций fp. В формуле (6) при-
нято λ = p, p = 1, 2, . . . , N . Внося найден-
ные решения краевых задач в граничные усло-
вия (5), получаем одномерные интегральные
уравнения для определения этих функций. В
частности, эта система может вырождаться в
алгебраическую. В том случае, если гранич-
ные условия (5) на ∂ωp окажутся смешанны-
ми, возникнет дополнительное исследование
одномерных интегральных уравнений. Изло-
женный алгоритм позволяет строить прибли-
женное решение широкого спектра постановок
краевых задач, а также позволяет реализовы-
вать различные стратегии управления свой-
ствами материала.
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