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ОСЕСИММЕТРИЧНАЯ ДИНАМИЧЕСКАЯ КОНТАКТНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ
ЭЛЕКТРОУПРУГОГО СЛОЯ
Ворович Е.И.1, Тукодова О.М.2

AXIALLY SYMMETRIC DYNAMIC CONTACT PROBLEM FOR AN ELECTROELASTIC LAYER
Vorovich E. I., Tudokova O. M.

The work studies an axially symmetric problem about generating waves with a single electrode con-
tacting with a 6mm piezo-crystal.

Рассматривается осесимметричная задача
о колебаниях электрода на поверхности пье-
зоэлектрического слоя. Трение в области кон-
такта электрода со средой отсутствует. Пред-
полагается, что нижняя граница слоя жест-
ко защемлена, металлизирована и закорочена.
Поверхность среды свободна от механических
напряжений. В области контакта задан элек-
трический потенциал, вне этой области нор-
мальная компонента электрической индукции
равна нулю. В качестве электроупругого мате-
риала рассматривается поляризованная пьезо-
керамика и пьезокристаллы класса 6mm гек-
сагональной сингонии.

Указанная динамическая смешанная зада-
ча электроупругости сводится к решению ин-
тегрального уравнения первого рода [1]. По-
строенные методом фиктивного поглощения
эффективные приближенные решения инте-
грального уравнения позволили провести до-
статочно подробный численный анализ пове-
дения электрической индукции в области кон-
такта и электроупругого волнового поля вне
этой области.

Интегральное уравнение (ИУ) в цилиндри-
ческих координатах имеет вид [1, 2]

a∫
0

k(r, ρ) d(ρ)ρ dρ = f(r), (1)

0 6 r 6 a, r2 = x21 + x22,

k(r, ρ) =

∫
σ0

K(α)J0(αr)J0(αρ)αdα.

Здесь d(r) — неизвестная электрическая
индукция, a — радиус электрода, J0(r) —
функция Бесселя нулевого порядка, f(r) — из-
вестное значение электрического потенциала
ϕ в области контакта, ω — круговая частота
колебаний, Ox1x2x3 — декартовая система ко-
ординат.

Расположение контура σ0 диктуется прин-
ципом предельного поглощения и определяет-
ся согласно правилам, установленным в рабо-
те [3].

Свойства функции K(α) описаны в [1, 2].
В соответствии с методом фиктивного погло-
щения функцию K(α) представим в виде про-
изведения двух функций K(α) = S(α)Π(α)
так, чтобы S(α) была регулярна на веществен-
ной оси и имела асимптотическое поведение
на бесконечности, совпадающее с аналогич-
ным для K(α). Тогда функция Π(α) — регу-
лярна всюду на вещественной оси, кроме ко-
нечного числа особых точек, совпадающих с
особыми точками K(α) на вещественной оси,
и обладает свойством Π(α) = 1 + O(|α|−1),
|α| → ∞. В качестве функции S(α) выберем
S = (α2 + β2)−1/2, B = const.

Приближенное решение уравнения (1) для
правой части f(r) = J0(ηr) получено методом

1Ворович Елена Иосифовна, канд. физ.-мат. наук, доцент кафедры высшей математики Донского государ-
ственного технического университета.

2Тукодова Ольга Мардиросовна, канд. физ.-мат. наук, доцент кафедры высшей математики Донского госу-
дарственного технического университета.



Осесимметричная динамическая контактная задача для электроупругого слоя 31

фиктивного поглощения и имеет вид

d(r, η) = J0(ηr)K
−1(η)+

+
1

2
πiaS−1(η)

n∑
j=1

βjJn(zjr)G1(η, zj)−

− 1

4
π2a

n∑
k=1

ck

n∑
j=1

βjJ0(zjr)×

×
n∑
l=1

αlJ0(plrk)G2(zj , pl)+

+e−B(a−r)b(η)(a2−r2)−1/2+πi

√
1

2
aεb(η)S1(r)−

−
[
ie−B(a−r)

√
1

2
πa(a2 − r2)−1/2−

− 1

2
πa
√
επS1(r)

] n∑
k=1

ckS2(rk), (2)

где

G1(η, z) =
[
ηJ1(ηa)H

(1)
0 (za)−

− zJ0(ηa)H
(1)
1 (za)

]
(η2 − z2)−1,

G2(z, p) =
[
pH

(1)
1 (ap)H

(1)
0 (az)−

− zH(1)
0 (ap)H

(1)
1 (az)

]
(z2 − p2)−1,

S1(r) =
n∑
j=1

βjH
(1)
0 (zja)J0(zjr),

S2(rk) =
n∑
l=1

αlH
(1)
0 (apl)J0(plrk)(B − ipl)−1/2.

Коэффициенты ck определяются из следу-
ющей линейной алгебраической системы по-
рядка n:

n∑
k=1

ck

n∑
l=1

αlJ0(plrk)
{
G1(zm, pl)+

+ 2

√
ε

π(B − ipl)
J0(zma)H

(1)
0 (pla)

}
=

=
2

πi

√
η2 +B2G0(zm, η)+

+
2

πi

√
2ε

a
J0(zma)b(η), (3)

m = 1, . . . , n,

G0(α, η) =
[
ηJ0(αa)J1(ηa)−

− αJ1(αa)J0(ηa)
]
(η2 − α2)−1,

αj =

n∏
k=1

(p2j − z2k)
n∏

k = 1

k 6= j

(p2j − p2k)−1,

βi =
n∏
k=1

(z2i − p2k)
n∏

k = 1

k 6= i

(z2i − z2k)−1.

Здесь zm, pl — соответственно нули и полю-
сы функции Π(α), лежащие выше контура σ0,
rk — точки, делящие интервал (0, a) на равные
отрезки. Jn(α), H(1,2)

n (α) (n = 1, 2) — функции
Бесселя и Ханкеля 1 и 2 рода соответственно,
η — параметр, характеризующий форму элек-
трода.

При построении приближенного решения
ИУ (1) используется аппроксимация функции
Π(α) = S−1(α)K(α). С этой целью предвари-
тельно рассчитываются вещественные и ком-
плексные нули и полюсы Π(α), затем строится
аппроксимирующая функция

K∗(α) = S(α)Π∗(α)

так, чтобы |K(α)−K∗(α)| < ε для любого на-
перед заданного ε. Этим, согласно [3], обес-
печивается близость решений интегрального
уравнения исходной задачи и задачи с подын-
тегральной функцией K∗(α). При этом функ-
ция Π(α) приближается рациональной функ-
цией Π∗(α) вида

Π∗(α) =
n∏
k=1

α2 − z2k
α2 − p2k

.

Интегральное представление решения для
электрического потенциала вне области кон-
такта электрода со средой имеет вид

ϕ(r) =

∞∫
0

K(α)D(α)J0(αr)αdα, (4)

D(α) =

a∫
0

d(ρ, η)J0(αρ)ρ dρ,

где d(ρ, η) определяется выражением (2).
Из соотношений (4) с помощью теории вы-

четов получены приближенные формулы для
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определения амплитуд электрического потен-
циала

ϕ(r) = −iπ
n∑
j=1

n∑
k=1

ck Res
α=−pj

Z(α, rk),

Z(α, rk) = K(α)J0(αrk)H
2
0 (αr)α, (5)

r > a,

pj — полюсы аппроксимирующей функции
K∗(α), расположенные в верхней полуплоско-
сти (выше контура σ0).

На рис. 1 приведены зависимости Re d(r)
для ZnO, ω = 2, 6 для различных размеров
электрода a = 3, 5, 6 при заданном единич-
ном потенциале в области контакта. На рис. 2
даны графики Re d(r) при различной частоте
колебаний для слоя ZnO. Сплошной линии со-
ответствует ω = 1, 0, штриховой — ω = 3, 2,
штрих-пунктирной — ω = 7, 0. На основании
приведенных результатов можно сделать вы-
вод, что осцилляция электрической индукции
увеличивается с ростом частоты и размеров
электрода.

По формуле (5) был произведен расчет
электрического потенциала при различных со-
четаниях геометрических и электроупругих
параметров задачи. Рис. 3 иллюстрируют по-
ведение потенциала ϕ на поверхности слоя
ZnO для частоты ω = 2, 2; 4,6 соответствен-
но (a = 5). Сплошной линией нанесена реаль-
ная часть ϕ, штриховой — мнимая часть ϕ. С
ростом частоты осцилляция потенциала уве-
личивается.
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