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METHOD OF REDUCING TO PAIRED INTEGRAL EQUATIONS OF CONTACT PROBLEMS
FOR HALF-INFINITE DOMAINS
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The work resulted in the development and implementation of the method of modulating functions
aimed to develop transformants of the kernels of integral equations of stationary contact problems for
continuously heterogeneous media under the general law of heterogeneity. The method has been modified
for coordinate systems, other than the Cartesian ones. Practical application of the method has shown
its high efficiency and made it possible to investigate more thoroughly stationary contact problems for
continuously heterogeneous media.

Введение

Непрерывное изменение механических
свойств по одной из координат характерно
для многих тел, что связано с условиями их
создания и эксплуатации. В конце 80-х годов
прошлого века интерес к контактным зада-
чам для непрерывно-неоднородных тел рез-
ко возрос в связи с развитием современных
технологий, которые позволили получать по-
крытия материалов c непрерывно изменяю-
щимися механическими свойствами по глу-
бине, радиусу или угловой координате (в за-
висимости от геометрии подложки). Развитие
трибологии [1] способствовало расширению
теоретических исследований неклассических
контактных задач теории упругости. В част-
ности, одна из основных задач трибологии —
контактная задача для тел с покрытиями.

Особенность неоднородных материалов —
наличие дополнительных источников концен-
трации напряжений. В однородных телах кон-
центрация напряжений возникает в местах
резких изменений геометрии тела и нагруз-
ки. В неоднородных материалах возникает до-
полнительная концентрация напряжений в ме-
стах резкого изменения физико-механических
характеристик материала (модуля упругости,
коэффициента Пуассона и др.), т. е. по по-

верхностям сопряжения однородных элемен-
тов. Подробный обзор основных результатов
для многослойных сред в задачах статики дан
в [2]. При рассмотрении модели с учетом неод-
нородности среды сведение контактных задач
к интегральному уравнению (ИУ) осложняет-
ся необходимостью при построении трансфор-
манты ядра решать краевую задачу для систе-
мы дифференциальных уравнений с перемен-
ными коэффициентами. Простейшая модель
основания — однородный слой или клин, сцеп-
ленный с недеформируемой подложкой. Бы-
ло установлено, что в окрестности общей вер-
шины двух сцепленных клиньев могут возни-
кать интегрируемые особенности, причем их
тип зависит от характеристик материалов и
локальной геометрии соединения. Кроме того,
в отличие от однородных сред (полупростран-
ство, слой) трансформанты ядер ИУ для неод-
нородных сред в общем случае строятся чис-
ленными методами [3].

1. Схема метода сведения контактных
задач для неоднородных областей к

парным ИУ

Для сведения смешанной задачи к парным
ИУ используются уравнения пространствен-
ной теории упругости в декартовой, цилин-
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дрической или сферической системе коорди-
нат [4]. Подставляя в них соотношения зако-
на Гука, получаем систему дифференциаль-
ных уравнений с переменными коэффициен-
тами относительно перемещений — трансфор-
мант Фурье, Ханкеля или Мелина (в зависи-
мости от геометрии среды). Эту систему мож-
но представить в векторном виде

dỸ

dx
= AỸ. (1.1)

Причем размерность введенной вектор-
функции Ỹ вдвое больше по сравнению с ран-
гом вектор-функции трансформанты переме-
щений, вследствие необходимости учета пер-
вых производных от данных функций в гра-
ничных условиях. Вид и ранг матрицы A
обусловлен геометрией неоднородной среды и
был приведен в работах [5–7].

Решение уравнения (1.1) строится на осно-
ве метода, предложенного в работе [3]. Метод
опирается на выделение экспоненциальных со-
ставляющих при построении матрицы Грина,
что позволяет получить устойчивый числен-
ный алгоритм.

Решение уравнения (1.1) представляется в
виде линейной комбинации векторов фунда-
ментальной системы решений

Ỹ(α, x) =
r∑
i=1

ai(α)Ψ̃F
i (α, x), (1.2)

r — ранг вектор-функции Ỹ.
Фундаментальная система решений в (1.2)

представима в виде

Ψ̃F
i (α, x) = Ti(α, x)Ψ̃i(α, x),

где Ti — диагональные матрицы, элемента-
ми которых являются компоненты векторов
t̃i(α, x); Ψ̃i — собственные векторы матрицы
A для случая однородной среды; t̃i — векторы
модулирующих функций, связанные с неод-
нородностью среды; ai(α) — некоторые коэф-
фициенты, которые определяются из краевых
условий. Этот прием позволяет в явном ви-
де выделить в выражении (1.2) составляющие
Ψ̃i, быстрый рост или осцилляция которых
затрудняет процесс численной реализации ре-
шения. Компоненты векторов Ψ̃i могут быть
экспоненциальными или тригонометрически-
ми функциями, а также гипергеометрически-
ми и цилиндрическими функциями в зависи-
мости от геометрии среды. Векторы модули-
рующих функций t̃i(α, x) определяются из на-

бора задач Коши при фиксированных значе-
ниях α
dt̃i
dr

= Bit̃i, (i = 1, . . . , r) , x1 ≤ x ≤ x2.

Элементы матриц Bi имеют вид

Bij =
(

Ψj
i

)−1
[

6∑
k=1

Ajkt
k
i Ψ

k
i −

dΨj
i

dr

]
.

Начальные условия для t̃i определяются ви-
дом решения векторного уравнения (1.1) для
случая однородной среды.

Компонентами вектора решений Ỹ(αx) яв-
ляются [3]

Y k =
r∑
i=1

ait
k
i Ψ

k
i . (1.3)

Применяя обратное интегральное преобра-
зование к (1.3), получим значения искомых ве-
личин перемещений и напряжений.

Проиллюстрируем эффективность данно-
го метода на примере задачи о чистом сдвиге
полосовым штампом неоднородного простран-
ственного клина.

2. Свойства трансформант ядер ИУ для
неоднородного клина, цилиндра и их

аппроксимация

В работах [5–7] было показано, что для
неоднородных областей типа полосы, кли-
на, цилиндра, построенная подынтегральная
функция ядра ИУ L(α) обладает следующи-
ми свойствами:

L(α) = Aα+O(α3), α→ 0,

L(α) = 1 +Bα−1 + Cα−2 +O(α−3),
(2.1)

α→∞.
A, B, C = const, A = lim

α→0

L(α)
α .

Введем следующие обозначения

LNΠ (α) =
N∏
n=1

α2 + δ2
nλ
−2

α2 + γ2
nλ
−2
,

LMΣ (α) =
M∑
k=1

ck |α|
α2 + η2

k

.

(2.2)

Здесь δn, γn, ηk — коэффициенты аппрокси-
мации, λ – безразмерный параметр, связанный
с геометрией среды.

Покажем, что функцию L(α), обладаю-
щую свойствами (2.1), можно аппроксимиро-
вать выражениями вида

L(α) = th(Aα)(LNΠ (α) + LMΣ (α)). (2.3)
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Для этого используем лемму [10,11].
Лемма 2.1. Пусть четная, вещественная,

непрерывная на всей действительной оси
функция φ(u) обращается в нуль на беско-
нечности, тогда она допускает приближение в
C(−∞,∞) рядами из функций вида

φk =
(
u2 + η2

k

)−1
. (2.4)

Эту лемму применим для доказательства
следующего утверждения.

Теорема 2.2. Функция L(α), обладающая
свойствами (2.1), допускает аппроксимацию
выражениями вида (2.3).

Доказательство. Выберем постоянные δn,
γn (n = 1, . . . , N) в (2.2) так, чтобы
N∏
n=1

δ2
nγ
−2
n = A.

Рассмотрим функцию

LΣ(α) =
L(α)

|α| th(Aα)
−

LNΠ (α)

|α| th(Aα)
. (2.5)

Из условий (2.1) следует, что функция
F (α) = L(α)

|α| th(Aα) обладает свойством

F (α) = |α|−1 + (α−2), α→∞.

Но тогда LΣ(α) удовлетворяет условию
леммы 2.1, т. е. имеет место представление

LΣ(α) =
∞∑
k=1

ck
α2 + η2

k

(2.6)

или из условий (2.5), (2.6)

L(α) =

= th(Aα)

[
LNΠ (α) +

∞∑
k=1

ck |α|
α2 + η2

k

]
. (2.7)

Теорема доказана. �
При построении аппроксимации главной

части L(α) выражением вида (2.2) для нахож-
дения коэффициентов аппроксимации δn, γn
(n = 1, . . . , N) используем алгоритм, описан-
ный в [8].

Преобразуем функцию L(α) с помощью
отображения γ = α2/(α2 + c2) с интервала
(0;∞) на отрезок (0; 1) (α = c

√
γ/(γ − 1)).

Здесь c — положительная константа, значение

которой выбирается так, чтобы оптимизиро-
вать аппроксимацию функции L(α). Аппрок-
симируем функции

√
L(γ) и

√
L−1(γ) на от-

резке (0; 1) полиномами Бернштейна N -го по-
рядка (или по чебышевским узлам), получим

√
LN (γ) =

N∑
i=0

aiα
i,

√
L−1
N (γ) =

N∑
i=0

biα
i,

(2.8)

где ai, bi — коэффициенты полинома Берн-
штейна.

Если f(x) непрерывная функция на отрез-
ке (0; 1), то аппроксимация BN (x) этой функ-
ции имеет вид

BN (x) =

N∑
m=0

f(
m

N
)CmN x

m(1− x)N−m.

Здесь CmN — биномиальные коэффициенты.
Тогда

√
LN (γ) =

(
N∑
i=0

a∗i γ
2i

)(
γ2 + c2

)−N
,

√
L−1
N (γ) =

(
N∑
i=0

b∗i γ
2i

)(
γ2 + c2

)−N
.

(2.9)

Коэффициенты a∗i , b
∗
i определяются из (2.9)

после замены переменной α = γ2
/(
γ2 + c2

)
.

LN (γ) =

√
LN (γ)√
L−1
N (γ)

=

=

(
N∑
i=0

a∗i γ
2i

)(
N∑
i=0

b∗i γ
2i

)−1

. (2.10)

Определяя корни числителя и зна-
менателя в (2.10), находим значения
δn, γn (n = 1, 2, . . . , N).

Такая модификация приема, описанного в
работе [9], позволяет избежать наличия N -
кратного корня в знаменателе найденной ап-
проксимации, что используется в дальней-
шем при построении приближенных аналити-
ческих решений парных ИУ рассматриваемых
задач.

Норму ошибки аппроксимации определим
как максимум разности между точным и при-
ближенным значением, деленным на точное и
будем измерять ее в процентах. Для выбора
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параметра аппроксимации c и порядкаN мож-
но применить метод перебора. Меняя значение
N от 2 до 28 и параметр c от 0 до 100 опре-
делим значения, при которых достигается ми-
нимальная ошибка.

Постоянную А в (2.7) можно определить
с достаточной степенью точности, вычислив
значение трансформанты K(u) = L(u)/ |u|
при малых значениях аргумента (порядка
10−3).

Рассматриваемые контактные задачи мож-
но свести к решению ИУ Фредгольма с лога-
рифмическим ядром

1∫
−1

ϕ(ξ)k

(
ξ − x
λ

)
dξ = πg(x) (x ≤ 1),

k(t) =

∞∫
0

L(s)

s
cos stds,

(2.11)

где в случае контактной задачи для клина

ϕ(x) =
rq(r)

aθ
, x = λ ln

r

a
− 1,

λ = 2

(
ln
b

a

)−1

, g(x) =
λδ(r)

a
;

для цилиндра

ϕ(x) = q(z)θ−1, x = za−1,

λ = Ra−1, g(x) = δ(z)2a−1.

В случае однородной среды для клина

L(s) =
2κ sh 2sα− 2s sin 2α

2κ ch 2sα− 2s2 cos 2α+ 2s2 + κ2
;

для цилиндра

L(s) = s3
(
ω2

0 − Ω2
0

)
∆−1,

∆ = 2
[
2(1− ν)− s2

(
Ω2

0 − 1
)]
×

×
[
s2(ω2

0 − 1)− 2(1− ν)
]
,

ω0(s) = I0(s) I
−1
1 (s); Ω0(s) = −K0(s) K

−1
1 (s).

Для всех задач при s→ 0

L(s) = As+O(s3). (2.12)

Для клина A = 2(2κα−sin 2α)

(κ+1)2
, для цилиндра

A = 0, 5(1− ν2)−1.

При s→∞ для клина
L(s) = 1−O

(
e−µs

)
, µ = 2α; (2.13)

для цилиндра
L(s) = 1 + c1s

−2 + c2s
−4 +O

(
s−6
)
, (2.14)

где c1 = −0, 965, c2 = −2, 91 при ν = 0, 3.
В случае многослойных сред свойства

функций податливости, аналогичные (2.12),
(2.13), установлены в работах [12–15].

Смешанная задача сводится к парному
ИУ, решение которого для функции вида (2.1)
найдено в аналитическом виде [6] и являет-
ся асимптотически точным при 0 < λ < λ∗ и
λ > λ0, где λ∗, λ0 — некоторые фиксированные
значения параметра λ.

3. Сдвиг полосовым штампом
неоднородного пространственного

клина

3.1. Постановка задачи

Пусть недеформируемый полосовой штамп
взаимодействует с упругой клиновидной обла-
стью с углом раствора α (0 < α < 2π). Введем
цилиндрическую систему координат (r, ϕ, z).
Считаем, что грань клина ϕ = 0 жестко за-
щемлена, а на грани ϕ = α расположен по-
лосовой штамп ширины a ≤ r ≤ b. На еди-
ницу длины штампа воздействует сдвигающее
усилие P , вследствие чего штамп переместит-
ся в направлении оси z на величину ε, вызвав
в клине деформацию чистого сдвига.

a br

j

0

P
z

G( )j

j=a

j=0

Рис. 1

Предполагается, что силы трения между
штампом и поверхностью клина отсутствуют,
и вне штампа поверхность клина ϕ = α не на-
гружена (рис. 1). Модуль сдвига клина изме-
няется по закону

G = G(ϕ), 0 < ϕ < α,
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где G(ϕ) — произвольная гладкая функция,
G(ϕ) > 0 всюду в области ее определения.

Граничные условия при сделанных пред-
положениях имеют вид

w(r, 0) = 0, (3.1)

τϕz(r, α) = 0, 0 < r < a, r > b,

w(r, α) = ε, a ≤ r ≤ b. (3.2)

Здесь w(r, ϕ) — перемещение по оси z; τϕz,
τϕr — касательные напряжения.

Необходимо определить распределение ка-
сательных напряжений под штампом

τϕz(r, α) = τ(r), a ≤ r ≤ b, (3.3)

а также связь между сдвиговым усилием P и
перемещением штампа ε.

3.2. Построение ИУ

Используем уравнения пространственной
задачи теории упругости в цилиндрической
системе координат [4]

∂τrz
∂r

+
1

r

∂τϕz
∂ϕ

+
τrz
r

= 0, (3.4)

τrz = G(ϕ)
∂w

∂r
, τϕz = G(ϕ)

1

r

∂w

∂ϕ
. (3.5)

Перемещения w(r, ϕ) представим в форме ин-
теграла Меллина

w(r, ϕ) =
1

2πi

c+i∞∫
c−i∞

W (s, ϕ)r−sds. (3.6)

Уравнение (3.4) с учетом (3.5), (3.6) отно-
сительно W (s, ϕ) можно представить в виде

W ′′ +
G′(ϕ)

G(ϕ)
W ′ + s2W = 0. (3.7)

Здесь штрих означает дифференцирование по
ϕ.

Граничное условие (3.1) примет вид

W (s, 0) = 0. (3.8)

Представим функцию τ(r) интегралом
Меллина (специального вида)

τ(r) =
1

2πi

c+i∞∫
c−i∞

τ̄(s+ 1)r−(s+1)ds, (3.9)

τ̄(s+ 1) = Q(s) =

∞∫
0

τ(ρ)ρsdρ. (3.10)

Из условия (3.3), с учетом (3.5), (3.6), (3.9),
получим

W ′(s, α) =
Q(s)

G(α)
. (3.11)

Введем вспомогательную функцию

W ∗(s, ϕ) = W (s, ϕ)
G(α)

Q(s)
.

Из условия (3.2) следует

1

2πi

c+i∞∫
c−i∞

W ∗(s, α)
Q(s)

G(α)
r−sds = ε, a ≤ r ≤ b.

Учитывая (3.10), придем к ИУ вида

b∫
a

τ(ρ)k(t)dρ = 2πiG(α)ε, a ≤ r ≤ b,

k(t) =

c+i∞∫
c−i∞

L∗(s)estds,

t = ln
ρ

r
, L∗(s) = W ∗(s, α).

(3.12)

Для решения задачи необходимо постро-
ить функцию L∗(s). Пределы интегрирования
в зависимостях (3.6) и (3.9) определяются ана-
логично [16].

Уравнение (3.12) преобразуется к виду

b∫
a

τ(ρ)k1(t)dρ = πG(α)ε, a ≤ r ≤ b,

k1(t) =

c+i∞∫
c−i∞

L1(s, α)

s
cos stds,

t = ln
ρ

r
, L1(s, α) = L∗(is, α).

(3.13)

Для завершения постановки задачи к ИУ
(3.13) следует добавить условие равновесия
штампа

P =

b∫
a

τ(r)dr,
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которое (при α = π и α = 2π) позволяет
определить связь между сдвигающим усили-
ем P и перемещением штампа ε. При коррект-
ной постановке должно выполняться условие
τ(r) ≥ 0 при a ≤ r ≤ b.

Для однородного клина задача также сво-
дится к ИУ вида (3.13), где функция L1(s, α)
имеет следующий вид

L1(s, α) = th sα. (3.14)

Изложим метод построения функции L∗(s)
в общем случае произвольной гладкой неодно-
родности.

3.3. Построение трансформанты ядра ИУ

Рассмотрим вспомогательную задачу со
следующими граничными условиями

w(r, 0) = 0,

τϕz(r, α) =

{
τ(r) a ≤ r ≤ b,
0, 0 < r < a, r > b.

(3.15)

При ϕ = 0 выполнено условие (3.1).
Введем обозначения

z1 = W ∗(s, ϕ), z2 = W ∗′(s, ϕ),

z̃ = (z1, z2).
(3.16)

Уравнение (3.7) перепишем в матричном
виде

dz̃

dϕ
= Az̃, A =

(
0 1
s2 −κ(ϕ)

)
,

κ(ϕ) =
G′(ϕ)

G(ϕ)
.

(3.17)

Краевые условия

z1(s, 0) = 0, z2(s, α) = 1. (3.18)

Как видно, коэффициенты матрицы A яв-
ляются переменными. В общем случае постро-
ить решение уравнения (3.17) в аналитической
форме не удается. Решение уравнения (3.17)
будем строить методом, описанным выше.

Известно, что решение системы диффе-
ренциальных уравнений можно представить в
виде линейной комбинации фундаментальных
решений. Фундаментальные векторы предста-
вим в виде

Ψ̃F
i (s, ϕ) =

(
t1i (s, ϕ)Ψ1

i (s, ϕ), t2i (s, ϕ)Ψ2
i (s, ϕ)

)
,

где Ψ̃1(s, ϕ) = (sin sϕ, s cos sϕ), Ψ̃2(s, ϕ) =
= (cos sϕ,−s sin sϕ) — собственные векторы

матрицы A при κ(ϕ) = 0, т. е. их вид обуслов-
лен видом решения системы для однородного
клина

W (s, ϕ) = B1(s) cos sϕ+B2(s) sin sϕ.

В этом случае решение системы (3.17) име-
ет вид

z̃(s, ϕ) = a1Ψ̃
F
1 (s, ϕ) + a2Ψ̃

F
2 (s, ϕ). (3.19)

Подставляя решение (3.19) в систему (3.17),
сведем исходную задачу к решению набора за-
дач Коши для векторов t̃i(s, ϕ) при фиксиро-
ванных значениях s

dt̃i
dϕ

= Bit̃i, 0 ≤ ϕ ≤ α (i = 1, 2),

B1 =

(
−s ctg sϕ s ctg sϕ
−s tg sϕ −κ(ϕ) + s tg sϕ

)
,

B2 =

(
−s tg sϕ −s tg sϕ
−s ctg sϕ −κ(ϕ)− s tg sϕ

)
с начальными условиями

t̃1(s, 0) = (1, 1) ,

t̃2(s, 0) = (1, 1) .

Определив t̃i(s, α), i = 1, 2, получим из
(3.19), (3.16)

W ∗(s, ϕ) = a1t
1
1(s, ϕ) sin sϕ+

+ a2t
1
2(s, ϕ) cos sϕ,

W ∗′(s, ϕ) = a1t
2
1(s, ϕ)s cos sϕ+

+ a2t
2
2(s, ϕ)s sin sϕ.

Величины a1(s), a2(s) определяются
из краевых условий (3.18). В частности,
a1 =

[
t21(s, α)s cos sα

]−1
, a2 = 0 и

W ∗(s, α) =
t11(s, α)

t21(s, α)

tg(sα)

s
. (3.20)

Окончательно получим

L1(s, α) = L∗(is) =
t11(is, α)

t21(is, α)
th(sα). (3.21)

Таким образом, задача сведена к решению
парного ИУ, принадлежащего классу парных
ИУ, подробно исследованных в работе [6].
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3.4. Частный случай

Рассмотрим случай, когда

G(ϕ) = G0 exppϕ, 0 ≤ ϕ ≤ α. (3.22)

Тогда уравнение (3.7) становится уравнением
с постоянными коэффициентами

W ′′ + pW ′ + s2W = 0. (3.23)

Общее решение (3.23) имеет вид

W (s, ϕ) = c1(s) expκ+ϕ +c2(s) expκ−ϕ, (3.24)

где κ± — собственные числа уравнения (3.23),
определяемые из характеристического уравне-
ния

κ2 + pκ+ s2 = 0, (3.25)

κ± = −p/2±Q, Q =
√
p2
/

4− s2. (3.26)

Из условий (3.8), (3.11) получим систему

c1(s) + c2(s) = 0,

c1(s)κ+ expκ+α +c2(s)κ− expκ−α = Q(s)/G(α).

для определения коэффициентов c1(s), c2(s).
В результате находим

W (s, ϕ) =
Q(s)

G0

exp−
p
2

(α+ϕ) shQϕ

Q chQα− p
2 shQα

.

В частности,

W ∗(s, α) =
(
Q cthQα− p

2

)−1
. (3.27)

Очевидно, свойства трансформанты ядра
(3.27) аналогичны свойствам трансформанты
(3.20). Покажем, что на мнимой оси плоско-
сти комплексного переменного s знаменатель
подынтегрального выражения W ∗(s, α) ядра
ИУ (3.12) не имеет нулей.

Рассмотрим уравнение Q cthQα = p/2,
определяющее полюса функции W ∗(s, α).
Учитывая свойства гиперболических функ-
ций, получим p/2 > Q, т. е. из (3.26) s2 > 0.
Другими словами, функция W ∗(s, α) не имеет
полюсов на мнимой оси, следовательно, мож-
но выполнить замену переменной s на is. То-
гда функция L1 в (3.13) будет иметь вид

L1(s, α) =
1

Q̃ cth Q̃α− p
2

,

Q̃ =
√
p2/4 + s2.

(3.28)

При корректной постановке задачи долж-
но выполняться неравенство Q̃ cth Q̃α > p/2.
Исследование данного неравенства, обуслов-
ливающего взаимосвязь градиента изменения
закона неоднородности (3.22) и угла раствора
клина α проводится численно.

G = G e( ) 0

p
j

j

10

1

100

0,01 0,1 1 10 u

0 — u=0

1 — u=0,25

2 — u=0,5

3 — u=2

4 — u=4

5 — u=8

5

4

3

2
10

0 /4< <j pFp

Рис. 2

На рис. 2 приведены кривые Fp =
= Lp(u)/L0(u), характеризующие вид транс-
формант Lp(u), (p = 0,125; 0,25; 0,5; 2; 4; 8; 0),
где p — показатель степени экспоненты в за-
коне неоднородности (3.22)). Значения Lp(u),
вычисленные по формуле (3.21), сравнивались
с аналогичными по формуле (3.28). При p = 8
максимальная погрешность составила 0,14%.

Авторы благодарят проф. В.М. Алексан-
дрова за постоянное внимание к работе.
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