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ЗАДАЧА О ВЗАИМОДЕЙСТВИИ ТЕЛ С ПОКРЫТИЯМИ ПРИ ИЗНОСЕ,
ТЕПЛОВЫДЕЛЕНИИ И УЧЕТЕ ЗАВИСИМОСТИ КОЭФФИЦИЕНТА

ТРЕНИЯ ОТ ТЕМПЕРАТУРЫ
Александров В.М.1, Губарева Е.А.2

A PROBLEM ABOUT INTERACTION OF BODIES WITH COATINGS DURING WEARING
PROCESS, HEAT GENERATION AND TAKING INTO ACCOUNT DEPENDENCE OF A

FRICTION FACTOR ON TEMPERATURE
Alexandrov V.M., Gubareva E. A.

The contact problem of thermoelasticity for bodies with soft thin elastic coatings is investigated. To
consider more phenomena in the contact region, the scheme of the contact between solids and soft coatings
has been deliberately simplified maximum possible. A linear expression for the dependence of a friction
factor on contact temperatures of coatings has been offered. In addition, a formula has been offered to
describe the dependence of thermal resistance on contact pressure. The phenomenon of wearing process of
coatings as a result of friction is considered during heat generation under the conditions of nonideal thermal
contact. Relation of contact temperatures with contact pressure, a resource of a tribojoint, dependence
of contact pressure and contact temperatures on the wearing process duration are determined.

1. Постановка задачи о контактном
взаимодействии двух тел с тонкими

мягкими покрытиями

Пусть на одно тело нанесено покрытие 1
начальной толщины h10, а на другое тело —
покрытие 2 начальной толщины h20; механи-
ческие и теплофизические характеристики по-
крытий различны; механические характери-
стики самих тел значительно превосходят ме-
ханические характеристики покрытий тел так,
что тела по сравнению с их покрытиями мож-
но считать абсолютно жесткими; область кон-
такта тел с покрытиями намного превосходит
толщины покрытий h10 и h20 так, что покры-
тия можно считать относительно тонкими.

В близкой постановке задача рассматрива-
лась в [1–3].

Используя «принцип микроскопа» [4], рас-
тянем окрестность какой-либо точки внутри
области контакта и представим схему контак-
та тел с покрытиями, как показано на рис. 1.

Пусть в момент времени t = 0 одно тело,
находясь в контакте с другим, начинает дви-
гаться относительно него с постоянной скоро-

стью V в направлении оси z или x. Динами-
ческими эффектами будем пренебрегать. Обо-
значим через q(t) контактное давление в мо-
мент времени t, в силу принципа микроскопа
его можно считать не зависящим от координат
x и z.

Допустим, что в области контакта возника-
ют силы трения τ(t), связанные с контактным
давлением q(t) линейной зависимостью (закон
Кулона)

τ = kq.

Для коэффициента трения k примем выраже-
ние

k = [k1 + 1/2k2(β1T
∗
1 + β2T

∗
2 )],

где ki — некоторые безразмерные постоянные
(i = 1, 2), T ∗i — контактные температуры,
βi = (1 + νi)(1 − νi)

−1αi, νi — коэффициен-
ты Пуассона материалов покрытий, αi — их
коэффициенты линейного расширения.

Вследствие трения в области контакта воз-
никает износ поверхностей покрытий. Проис-
ходит изменение толщин покрытий за счет
износа и термоупругих деформаций. Обозна-
чим текущие значения толщин покрытий че-
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Рис. 1. Схема контакта тел с покрытиями

рез h1(t) и h2(t). Износ будем считать абра-
зивным, тогда уменьшение толщин вследствие
износа произойдет соответственно на величи-
ны [5]

v1∗(t) = −l1V
t∫

0

kqdς,

v2∗(t) = l2V

t∫
0

kqdζ,

(1.1)

где li — коэффициенты износостойкости мате-
риалов покрытий (i = 1, 2).

Вследствие трения в области контакта про-
исходит также тепловыделение. Если прене-
бречь малой долей мощности работы сил тре-
ния, идущей на износ покрытий и на прира-
щение мощности их упругой энергии, то коли-
чество тепла, выделяемое в единицу времени
на единицу площади контакта, можно пред-
ставить формулой

Q = V kq.

Износ — медленно протекающий процесс, по-
этому будем считать, что функции q(t), τ(t) и
hi(t) являются медленно меняющимися.

2. Определение контактных температур

В контактной задаче с учетом износа и
тепловыделения от трения интересно опре-
делить не только контактное давление, но
и контактные температуры поверхностей по-
крытий. Для этого предварительно, до опре-
деления контактного давления (временно счи-
тая его заданным), должна быть рассмотрена
задача теплопроводности для тел с покрыти-
ями при наличии источников тепла в области

их контакта, т. е. при y = 0. Поскольку q(t)
изменяется медленно, то процесс теплопровод-
ности можно считать квазистационарным.

С учетом так называемого «третьего те-
ла» [6], тонкого разрушенного и поврежденно-
го слоя материалов покрытий, примыкающего
к области контакта y = 0, сформулируем на
этой оси условия неидеального теплового кон-
такта [3, 7]

λ2T
′
2 − λ1T ′1 = Q,

λ2T
′
2 + λ1T

′
1 = 2(T1 − T2)/r(q). (2.1)

Здесь Ti — температуры в покрытиях, λi —
коэффициенты теплопроводности их матери-
алов, r(q) — контактное термосопротивление.
Чем больше q(t), тем плотнее контакт меж-
ду покрытиями и меньше r(q), т. е. r(q) — мо-
нотонно убывающая функция. Ниже примем,
что

r(q) = r∗(γ1 + γ2)/2q(t), (2.2)

где r∗ — экспериментально определяемая по-
стоянная, γi =

2(1−νi)
1−2νi Gi, Gi — модули сдвига

материалов покрытий.
Допустим, что температура тел – подло-

жек T0 постоянна и все время равна темпера-
туре окружающей среды, ее можно принять
за начало отсчета температур, т. е. положить
T0 = 0, и тогда будем считать заданными сле-
дующие условия теплообмена между покры-
тиями и подложкой

ξ1
∂T1
∂y

+ η1T1 = 0 (y = h1),

ξ2
∂T2
∂y
− η2T2 = 0 (y = −h2),

где ξi, ηi — коэффициенты теплообмена.
Температуры покрытий в области контакта
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(y = 0) обозначим через T ∗i . Тогда из урав-
нений теплопроводности для покрытий

T ′′i = 0

найдем для температур в покрытиях выраже-
ния

T1 = −
η1T

∗
1

ξ1 + η1h1
y + T ∗1 ,

T2 =
η2T

∗
2

ξ2 + η2h2
y + T ∗2 .

(2.3)

С помощью соотношений (2.3) удовлетворим
условиям (2.1). В результате для контактных
температур T ∗i получим

T ∗1 =

(
2d2 +

4

r(q)

)
k1V qD

−1,

T ∗2 =

(
2d1 +

4

r(q)

)
k1V qD

−1,

D = 4d1d2 +
4

r(q)
(d1 + d2)−

−
(
d1β2 + d2β1 +

2(β1 + β2)

r(q)

)
V qk2,

di =
λiηi

ξi + ηihi
. (2.4)

Очевидно, нужно потребовать, чтобы в любой
момент времени t выполнялось условие

D > 0, (2.5)

которое необходимо для осуществления режи-
ма квазистационарной теплопроводности. При
k2 < 0, т. е. когда коэффициент трения с ро-
стом средней контактной температуры убыва-
ет, это условие выполняется всегда. При k2 > 0
условие (2.5) накладывает ограничение на ве-
личину скорости V или контактного давления
q(t). В случае k2 > 0 при определенных значе-
ниях этих, а также других величин, входящих
в выражение для D, может сложиться ситуа-
ция, когда в какой-то момент времени D об-
ратиться в нуль, а контактные температуры
станут бесконечными. Такое явление называ-
ют тепловым взрывом [8]. При k2 = 0 усло-
вие (2.5) выполняется автоматически. Одна-
ко необходимо еще потребовать, чтобы T ∗i при
любых значениях t не достигали температур
плавления Ti∗ материалов соответствующих
покрытий. Это при условии, что q(t) 6 q∗ <∞
накладывает ограничение на скорость V , т. е.

из равенств maxt T
∗
i = Ti∗ может быть най-

дена некоторая критическая скорость V∗, пре-
вышение которой приведет в какой-то момент
времени к подплавлению одного из покрытий.

Для окончательного суждения о величине
контактных температур надо определить кон-
тактное давление q(t). Учитывая выражения
(2.4), получим

k = k1 + 0, 5k2k1V q

[
2(d2β1 + d1β2)+

+
4

r(q)
(β1 + β2)

]
D−1.

3. Определение ресурса
трибосопряжения

Допустим сначала, что функция q(t) зада-
на и найдем ресурс работы пары тел с покры-
тиями. Для этого должны иметь место равен-
ства

v1(h1, t) + v1∗(t) = −h10 + h1(t),

v2(−h2, t) + v2∗(t) = h20 − h2(t),
(3.1)

где vi(y, t) — упругие перемещения точек по-
крытий по оси y, а vi∗(t) определяются форму-
лами (1.1). Относительно v1(h1, t) и v2(−h2, t)
заметим, что с уменьшением hi(t) справедли-
вы асимптотические соотношения

v1(h1, t) = O(h1),

v2(−h2, t) = O(h2)
(3.2)

(это вытекает из формул (4.4), приведенных
ниже).

Предположим, что износ достаточно раз-
вит, тогда в силу формул (3.1) и (3.2), учиты-
вая (2.5), можно записать

h10 − l1V
t∫

0

kqdς = O(h1),

h20 − l2V
t∫

0

kqdς = O(h2).

(3.3)

Определим ресурс работы трибосопряжения
как время, необходимое для полного истира-
ния одного из покрытий. Из первой формулы
(3.3) при h1 = 0 найдем некоторое время t1, из
второй формулы (3.3) при h2 = 0 определим
некоторое время t2. Тогда ресурс равен

t∗ = inf(t1, t2).
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Например, при q(t) ≡ q∗ = const имеем

t∗ = inf

[
h10
l1V kq

,
h20
l2V kq

]
.

4. Интегральное уравнение для
определения контактного давления

Пусть теперь функции hi(t) заданы, тогда
функция

δ(t) = h10 + h20 − h1(t)− h2(t), (4.1)

определяющая процесс сближения оснований
y = h1(t) и y = −h2(t) покрытий, также зада-
на. Найдем, как изменяется контактное давле-
ние q(t).

Вычтем первое соотношение (3.1) из вто-
рого, тогда в силу (4.1) получим

v2(−h2, t)− v1(h1, t)+
+ v2∗(t)− v1∗(t) = δ(t). (4.2)

Чтобы определить v2(−h2, t) и v1(h1, t), т. е.
вертикальные упругие перемещения границ
y = h1(t) и y = −h2(t) покрытий, восполь-
зуемся, пренебрегая инерционными членами,
уравнениями линейной несвязанной термо-
упругости [9]. Принимая во внимание, что
напряженно-деформированное состояние по-
крытий зависит только от координаты y и вре-
мени t (как параметра), получим

d2vi
dy2

= βi
dTi
dy

, σyi = γi

(
dvi
dy
− βiTi

)
, (4.3)

где σyi — нормальные напряжения.
Учитывая, что температуры в покрыти-

ях определяются формулами (2.3), и интегри-
руя дифференциальные уравнения (4.3), бу-
дем иметь

vi(y, t) =
βiT

∗
i

2hi
y2 + aiy + bihi,

σyi = γi(ai − βiT ∗i ).

Функции времени ai и bi определим из следу-
ющих граничных условий:

v1(0, t) = v2(0, t) = 0,

σy1(0, t) = σy2(0, t) = 0.

В результате получим

v1(h1, t) = −qh1/γ1 + β1h1T
∗
1 /2,

v2(−h2, t) = qh2/γ2 − β2h2T ∗2 /2. (4.4)

Подставим теперь соотношения (1.1) и (4.4) в
(4.2) и исключим T ∗i с помощью формул (2.4).
В итоге получим для определения q(t) при из-
вестных hi(t) (а, следовательно, и при извест-
ном δ(t)) нелинейное интегральное уравнение
Вольтерра(

h2
γ2

+
h1
γ1

)
q − 4/r(q)k1V q(β1h1 + β2h2)

2D
+

+
2k1V q(β1h1d2 + β2h2d1)

2D
+

+ (l1 + l2)V

t∫
0

kqdς = δ(t). (4.5)

5. Случай относительно малого
времени износа

Пусть δ(t) имеет порядок упругого пе-
ремещения. Это будет очевидно, если рас-
смотрим относительно малый отрезок време-
ни 0 6 t 6 t∗ < ∞. В этом случае в уравне-
нии (4.5) можно приближенно заменить hi(t)
на hi0. Положим также, что k(q) и r(q) имеют
соответственно вид (2.5) и (2.2), а скорость из-
носа постоянна, т. е.

δ(t) = δ0 + δ1t,

где δ0 и δ1 — некоторые заданные постоянные.
Тогда интегральное уравнение (4.5) после пе-
рехода к безразмерным величинам

q′ =
2q

γ1 + γ2
,

t′ =
V t

h10 + h20
,

δ′0 =
δ0

h10 + h20
,

δ′1 =
δ1
V

(штрихи далее опускаем) и безразмерным
комплексам

a =
(h20γ1 + h10γ2)(γ1 + γ2)

2γ1γ2(h10 + h20)
,

c =
V k1(β2h20d1 + β1h10d2)(γ1 + γ2)

8d1d2(h10 + h20)
,

d =
V k1(β1h10 + β2h20)(γ1 + γ2)

4d1d2(h10 + h20)r∗
,
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Значения величин для данных материалов

Величины Материал 1 Материал 2
G(Н/м2) 3, 6 · 1010 2, 7 · 1010

ν 0,35 0,34
λ(Вт/(м·К) 111 209
α(1/К) 18, 4 · 10−6 23, 8 · 10−6

e =
(d1 + d2)

r∗d1d2
− (d2β1 + d1β2)V k2(γ1 + γ2)

8d1d2
,

f =
(β1 + β2)(γ1 + γ2)V k2

8d1d2r∗
,

h = (l1 + l2)(γ1 + γ2)/2,

n =
(d2β1 + d1β2)V k1(γ1 + γ2)

4d1d2
,

p =
(β1 + β2)(γ1 + γ2)k1V

2d1d2 r∗
,

s =
d1 + d2
d1d2r∗

− (d2β1 + d1β2)(γ1 + γ2)V k2
8d1d2

,

w =
(β1 + β2)(γ1 + γ2)V k2

4r∗d1d2
(5.1)

примет вид

qa− сq + dq2

1 + eq − fq2
+ h

t∫
0

k1qdς+

+
1

2
h

t∫
0

k2q
nq + pq2

1 + sq − wq2
dς = δ0 + δ1t.

Заметим, что интегральное уравнение (5.1) эк-
вивалентно дифференциальному уравнению

q′
(
a− c− eb+ 2qd+ q2(cf + de)

(1 + eq − fq2)2

)
+

+ hk1q + 0, 5hk2q
nq + pq2

1 + sq − wq2
= δ1 (5.2)

при начальном условии

q0a−
cq0 + dq20

1 + eq0 − fq20
= δ0, (5.3)

где q0 — начальное безразмерное контактное
давление. Приближенное решение уравнения
(5.2) при условии (5.3) может быть, например,
получено методом Рунге–Кутта [10].

После решения задачи (5.2), (5.3) и опре-
деления q(t) безразмерные контактные темпе-
ратуры

θi =
2T ∗i λi

V (γ1 + γ2)hi

могут быть найдены в соответствии с выраже-
ниями (2.4) по формулам

θi =
ψiq + χiq

2

1 + sq − wq2
,

ψ1 =
λ1d2k1(γ1 + γ2)V

2V (γ1 + γ2)h1d1d2
,

ψ2 =
λ2d1k1(γ1 + γ2)V

2V (γ1 + γ2)h1d1d2
,

χi =
λik1
r∗d1d2

.

6. Численное решение

Полученное дифференциальное уравнение
(5.2) с начальным условием (5.3) было реше-
но численно с помощью компьютерной ма-
тематической системы Maple 9.5 для покры-
тий из латуни (1) и дюралюминия (2). По-
ложим h10 = h20=0,001 м; V=0,3м/с; k1=0,1;
l = 10−17м2/Н, ξ1 = ξ2 = 0, k2 = 0, 02; 0.

На рис. 2 показана зависимость давле-
ния от времени (для безразмерных вели-
чин) для r∗ = 1/2, δ0 = 1, 064 · 10−6(м),
δ1 = 0, 274 · 10−6(м).

Кривой 1 соответствует значение
k2 = 0, 02, начальное давление q0 = 0, 000558,
а кривой 2 — k2 = 0, q0 = 0, 558. Для
кривой 1 критическим значением является
t = 959, 18367, для кривой 2 — t = 979, 59184
(происходит обращение в нуль знаменателя D
вида (2.4)). Аналогичным образом изменяют-
ся во времени для случаев 1 и 2 контактные
температуры T ∗1 и T ∗2 .
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Рис. 2. Изменение контактного давления во времени
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