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РЕШЕНИЕ ДИНАМИЧЕСКИХ ЗАДАЧ ДЛЯ СЛОИСТЫХ
ТЕРМОЭЛЕКТРОУПРУГИХ СРЕД С ДЕФЕКТАМИ1

О.Д. Пряхина2, А.В. Смирнова3

SOLUTION OF DYNAMIC PROBLEMS FOR LAYERED THERMAL
ELECTRO-ELASTIC MEDIA WITH DEFECTS

Pryakhina O.D., Smirnova A.V.
An analytical method for the development of Green matrix-symbols for the layered thermal electro-

elastic media with discontinuous boundary conditions on the layers boundary has been offered. The
solution of dynamically bounded problem for multi-layered medium of 6 mm class of hexagonal syngony
has been developed for the case of defects (cracks-cavities type) presence on the layers boundary.

В настоящей работе предложенный в
[1] аналитический метод построения матриц-
символов Грина для упругих слоистых сред с
разрывными граничными условиями на стыке
слоев распространяется на исследование за-
дач термоэлектроупругости.

Актуальность этих исследований обу-
словлена созданием в последние десятиле-
тия материалов, обладающих значительными
пиро- и пьезоэлектрическими свойствами и их
успешным применением в современных при-
борах, параметры которых необходимо рас-
считывать с учетом взаимного влияния меха-
нических, электромагнитных и тепловых по-
лей. Решение связанной задачи термоэлектро-
упругости получено для среды класса 6mm
гексагональной сингонии, однако предложен-
ный подход применим и к другим моделям
сред, описываемых линейной теорией термо-
электроупругости [2, 3].

1. Колебания термоэлектроупругого
слоя

Пусть термоэлектроупругий слой занима-
ет область |z| 6 h, −∞ < x, y < ∞. На
верхней и нижней границах слоя заданы ме-
ханические нагрузки te−iωt, re−iωt, плотности
распределения электрических зарядов на по-
верхности (нормальные составляющие век-
тора электрической индукции или электри-
ческого смещения) d1e

−iωt, d2e
−iωt, нормаль-

ные составляющие вектора теплового потока
g1e
−iωt, g2e

−iωt соответственно.
Не нарушая общности, в качестве термо-

электроупругого материала рассмотрим пье-

зокристаллы класса 6mm гексагональной син-
гонии или пьезокерамику, поляризованную в
направлении оси z.

В этом случае уравнения движения тер-
моэлектроупругой среды можно представить
в форме (общий для всех характеристик мно-
житель e−iωt всюду опущен)

Lijwj = 0.

Lij — дифференциальные операторы в
частных производных, определяемые выра-
жениями
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1 + ∂2

2)− ε33∂
2
3 ,

L55 = −iωρce − k11(∂2
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L14 = L41 = (e31 + e15)∂1∂3, L15 = −λ11∂1,

L23 = L32 = (c13 + c44)∂2∂3,

L24 = L42 = (e31 + e15)∂2∂3,

L25 = −λ11∂2, L52 = −iωT0λ11∂2,

L35 = −λ33∂3, L51 = −iωT0λ11∂1,

L34 = L43 = e15(∂2
1 + ∂2

2) + e33∂
2
3 ,

L53 = −iωT0λ33∂3,

L45 = p3∂3, L54 = iωT0p3∂3.

Символы ∂i (i = 1, 2, 3) означают диф-
ференцирование по x, y, z соответственно;
ω — частота колебаний; расширенный век-
тор w = {wi} = {u, v, w, ψ, θ} имеет своими
компонентами: горизонтальные (u, v) и вер-
тикальные (w) перемещения точек среды, по-
тенциал электрического поля ψ, температуру
θ (прирост температуры от естественного со-
стояния); cij — упругие модули; eij — пьезомо-
дули; εij — диэлектрические проницаемости;
λij — коэффициенты температурных напря-
жений; pi — пирокоэффициенты; kij — коэф-
фициенты теплопроводности; ce — теплоем-
кость; ρ — плотность материала; T0 — тем-
пература естественного состояния по шкале
Кельвина.

Введём систему безразмерных парамет-
ров:
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(Нормирующие множители l = 1010 В/м
и m = 104 К имеют размерность электриче-
ского поля E и температуры; a, м — харак-
терный линейный размер, например, толщина
слоя или полуширина электрода.)

Далее знак «∼» над безразмерными вели-
чинами опускаем.

Система преобразуется к виду

∂1f1 + ∆u+ Ω2u = 0,

∂2f1 + ∆v + Ω2v = 0,

∂3f2 + ∆0(c4w + e1ψ) + Ω2w = 0,

∂3f3 + ∆0(e1w − ε1ψ) = 0,

(∆∗ + iγΩ)θ + iΩf4 = 0,

(1.1)

где

f1 = α2f + ∂3(α3w + e0ψ)− λ1θ,

f2 = α3f + ∂3(w + e3ψ)− λ3θ,

f3 = e0f + ∂3(e3w − ε3ψ) + pθ,

f4 = λ1f + ∂3(w − pψ), f = ∂1u+ ∂2v,

α1,2 = (c1 ∓ c2)/2, α3 = c3 + c4, e0 = e1 + e2,

∆ = α1∆0 + c4∂
2
3 , ∆0 = ∂2

1 + ∂2
2 ,

∆∗ = k1∆0 + k3∂
2
3 .

Исходную задачу разобьем на две: сим-
метричную и кососимметричную. Граничные
условия симметричной задачи в безразмер-
ных параметрах при z = ±h имеют вид

c4∂3u+ ∂1(c4w + e1ψ) =

= ±(t1 − r1)/2,

c4∂3v + ∂2(c4w + e1ψ) = ±(t2 − r2)/2,

c3f + ∂3(w + e3ψ)− λ3θ = (t3 + r3)/2,

e2f + ∂3(e3w − ε3ψ) + pθ =

= (d1 + d2)/2,

k̃3∂3θ = ∓1

2
(g1 − g2).

(1.2)
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Здесь t = {t1, t2, t3, d1, g1}; r = {r1, r2, r3,
d2, g2}; t1,2, r1,2 — горизонтальные, t3, r3 —
вертикальные компоненты векторов механи-
ческой нагрузки (отнесенные к c33); d1,2 —
нормальные составляющие вектора электри-
ческой индукции (отнесенные к c33l

−1); g1,2 —
нормальные составляющие вектора теплового
потока (отнесенные к c33m

−1), действующие
на верхнюю и нижнюю грани слоя соответ-
ственно.

Граничные условия кососимметричной за-
дачи отличаются от (1.2) тем, что ±(t1,2−r1,2)
заменяется на (t1,2 + r1,2), (t3 + r3) — на
±(t3 − r3), (d1 + d2) — на ±(d1 − d2), а
∓(g1 − g2) — на −(g1 + g2).

Решение (1.1) ищем в виде

u = ∂1f̂1 + ∂2f̂2, v = ∂2f̂1 − ∂1f̂2,

w = w, ψ = ψ, θ = θ.
(1.3)

После подстановки (1.3) в (1.1) и приме-
нения преобразования Фурье по координатам
x, y с параметрами α, β получим

(−λ2c1 + c4∂
2
3 + Ω2)A−

−λ2∂3(α3W + e0Ψ) + λ2λ1Θ = 0,

α3∂3A+ ∂2
3(W + e3Ψ)−

−λ2(c4W + e1Ψ) + Ω2W − λ3∂3Θ = 0,

e0∂3A+ ∂2
3(e3W − ε3Ψ)−

−λ2(e1W − ε1Ψ) + p∂3Θ = 0,

iΩ(λ1A+ λ3∂3W − p∂3Ψ) + iΩγΘ+

+(k3∂
2
3 − λ2k1)Θ = 0,

(−λ2α1 + c4∂
2
3 + Ω2)B = 0,

λ2 = α2 + β2,

A = −λ2f̂1, B = −λ2f̂2.

(1.4)

Для получения характеристических чисел
системы (1.4) решение отыскиваем в виде

A = aeµz, W = ceµz, B = beµz,

Ψ = deµz, Θ = reµz.

Из последнего уравнения находим

c4µ
2 − α1λ

2 + Ω2 = 0,

µ = ±
(
α1λ

2 − Ω2
) 1

2

c4
= ±σ5.

Характеристическим уравнением системы
четырех оставшихся уравнений в (1.4) (усло-
вием существования нетривиального реше-
ния) является обращение в нуль детерминан-
та системы

D = iΩλ2D0(λ,Ω) = 0,

D0=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(c4µ2−γ21)/λ2 −µα3 −µe0 λ1

−µα3 −µ2+γ22 λ2e1−e3µ2 µλ3

−µe0 λ2e1−e3µ2 λ2ε1−ε3µ2 −pµ
λ1 λ3µ −pµ (k3µ2−γ23)/iΩ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣=0.

В результате получаем уравнение 8-й сте-
пени относительно µ, которое в общем случае
имеет 8 различных корней:

m1µ
8 +m2µ

6 +m3µ
4 +m4µ

2 +m5 = 0. (1.5)

Коэффициенты этого уравнения опреде-
ляются соотношениями

m0 = ε3 + e2
3, m1 = −k3c4m0,

m2 = iΩc4a1 + k3(λ2a2 + c4ε3γ
2
2)+

+ (k3γ
2
1 + c4γ

2
3)m0,

m3 = λ4k3a3 − λ2(k3x0γ
2
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2
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2
3)−
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2
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2
1)+

+ iΩ(λ2a4 − γ2
1a1 − c4pγ

2
2),

m4 = iΩλ4λ1a6 − λ4(γ2
3a3 − k3e

2
1γ

2
1)+

+ iΩλ2[γ2
1λ3(2pe1−λ3ε1)+γ2

2λ1(2e0p−λ1ε3)]+

+ iΩγ2
1γ

2
2p

2 +λ2(γ2
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3x0 +γ2

1γ
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3x2 +γ2
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2ε1k3)+

+ γ2
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m5 = λ2(iΩλ2
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2 − γ2
1γ

2
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2
2 + λ2e2

1).

Принятые обозначения
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γ2
1 = c1λ

2 − Ω2, γ2
2 = λ2c4 − Ω2,

γ2
3 = λ2k1 − iΩγ, x0 = e2

0 + c4ε1,

x1 = α3e0 − c4e1, x2 = ε1 + 2e1e3,

a1 = 2pλ3e3 − λ2
3ε3 + p2,

a2 = x0 − 2e3x1 − α2
3ε3,

a3 = 2e0e1α3 − e2
1 − c4 + α2

3ε1,

a4 = λ2
1m0 + λ2

3x0 + 2x1pλ3 + p2α2
3 + 2λ1a5,

a5 = pe3α3 − pe0 − α3ε3λ3 − e0e3λ3,

a6 = −2α3pe1 + 2ε1α3λ3 + 2e0e1λ3 − λ1x2.

Корнями уравнения (1.5) являются
µi = ±σi, Re σi > 0, i = 1, 2, 3, 4.

Теперь решение симметричной задачи
можно представить в виде

A =
4∑
i=1

p̃iCi chσiz,

W =
4∑
i=1

Ci shσiz,

Θ =

4∑
i=1

r̃iCi chσiz,

Ψ =

4∑
i=1

s̃iCi shσiz,

B = b chσ5z,

(1.6)

а кососимметричной задачи — в аналогичном
виде при замене sh↔ ch.

s̃i = −σi
∆

[
σ4
i c4b7 + σ2

i (λ
2b3 − pc4γ

2
2 − b7γ2

1)−

−λ4α3λ1e1 + λ2(γ2
1e1λ3 + e0λ1γ

2
2) + pγ2

1γ
2
2

]
,

p̃i = −λ
2

∆

[
σ4
i b1 + σ2

i (λ
2b4 − γ2

2b8)−

−λ2λ1ε1γ
2
2 − λ4λ1e

2
1

]
,

r̃i =
1

∆

[
−c4σ

6
im0 + σ4

i (λ
2a2 + γ2

1m0+

+ ε3c4γ
2
2) + λ2γ2

1(ε1γ
2
2 + λ2e2

1)+

+ σ2
i (λ

4a3 − λ2x0γ
2
2 − λ2x2γ

2
1 − ε3γ

2
2γ

2
1)
]
,

∆ = σ5
i c4b6 + σ3

i (λ
2b2 − γ2

1b6)+

+ σi
[
λ4λ1b5 + λ2(e1p− λ3ε1)γ2

1

]
,

b1 = −α3b6 + e0b7 − λ1m0,

b2 = −λ1(α3ε3 + e0e3) + x0λ3 + px1,

b3 = (α3e3 − e0)λ1 + λ3x1 + pα2
3,

b4 = α3pe1 + λ1x2 − b5λ3,

b5 = ε1α3 + e0e1, b6 = pe3 − ε3λ3,

b7 = p+ e3λ3, b8 = −λ1ε3 + pe0.

Граничные условия симметричной задачи
преобразуются к виду

z = ±h :

c4∂3A− λ2(c4W + e1Ψ) = ∓λ2Q+
1 /2,

c3A+ ∂3(W + e3Ψ)− λ3Θ = Q+
3 /2,

e2A+ ∂3(e3W − ε3Ψ) + pΘ = Q+
4 /2,

k̃3∂3Θ = ∓Q+
5 /2,

c4∂3B = ∓λ2Q+
2 /2.

(1.7)

Для кососимметричной задачи величины
∓Q+

1,2,5 заменяются на −Q−1,2,5, а Q+
3,4 — на

±Q−3,4 соответственно.

Q±1 = iλ−2[(T1 ∓R1)α+ (T2 ∓R2)β],

Q±2 = iλ−2[(T1 ∓R1)β − (T2 ∓R2)α],

Q±3 = T3±R3, Q±4 = D1±D2, Q±5 = G1∓G2.

Здесь W = {U , V , W , Ψ, Θ}, T = {T1, T2,
T3, D1, G1}, R = {R1, R2, R3, D2, G2} — транс-
форманты Фурье расширенных векторов w, t,
r соответственно.

Из последнего граничного условия (1.7)
находим b, в результате
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B = −λ2chσ5z(2c4σ5shσ5h)−1Q+
2 .

Остальные граничные условия (1.7) дают
систему для определения неизвестных коэф-
фициентов Ci:

LC = F,

F =
1

2
{−λ2Q+

1 , Q
+
3 , Q

+
4 ,−Q

+
5 }.

Элементами матрицы L = (Lij),
i, j = 1, 2, 3, 4 являются Lij = lij shσih,
i = 1, 4; Lij = lij chσih, i = 2, 3;

l1j = −λ2 (c4 + e1s̃j) + c4σj p̃j ,

l2j = σj (1 + e3s̃j) + c3p̃j − λ3r̃j ,

l3j = σj (e3 − ε3s̃j) + e2p̃j + pr̃j , l4j = k̃3σj r̃j .

Учитывая, что λ2U = iαA + iβB,
λ2V = iβA− iαB, решение симметричной за-
дачи (1.6) после определения Ci можно пред-
ставить в виде

W(z) = A+
h (z)Q+,

Q+ = {Q+
1 , Q

+
2 , Q

+
3 , Q

+
4 , Q

+
5 }.

Аналогичным образом строится решение
кососимметричной задачи W(z) = A−h (z)Q−.

Матрицы A±h (z) имеют следующую
структуру:

A±h (z) =


−iαλ2M±1 −iβλ2N± iαM

±
2 iαM±3 iαM±4

−iβλ2M±1 +iαλ2N± iβM±2 iβM±3 iβM±4
−λ2K±1 0 K±2 K±3 K±4
−λ2R±1 0 R±2 R±3 R±4
−λ2S±1 0 S±2 S±3 S±4

 ,

K+
i =

1

2∆+

4∑
j=1

mijsj(z),

R+
i =

1

2∆+

4∑
j=1

s̃jmi jsj(z),

S+
i =

1

2∆+

4∑
j=1

r̃jmi jcj(z),

M+
i =

1

2λ2∆+

4∑
j=1

p̃jmijcj(z),

N+ = chσ5z (2 c4σ5λ
2 shσ5h)−1,

∆+ =
4∑
1

l1 jm1 jtj .

Элементы ∆−, K−i , R
−
i , S

−
i , M

−
i , N− по-

лучаются заменой sh↔ ch в ∆+, K+
i , R

+
i , S

+
i ,

M+
i , N+ соответственно.
Принятые обозначения

sj(z) =
shσjz

chσjh
, cj(z) =

chσjz

ch σjh
, tj = thσjh,

m11 = d32l44t4 + d24l43t3 + d43l42t2,

m12 = d13l44t4 + d41l43t3 + d34l41t1,

m13 = d21l44t4 + d14l42t3 + d42l41t1,

m14 = d12l43t3 + d31l42t2 + d23l41t1,

m21 = n24l33 + n32l34 + n43l32,

m22 = n41l33 + n13l34 + n34l31,

m23 = n14l32 + n21l34 + n42l31,

m24 = n31l32 + n12l33 + n23l31,

m31 = n42l23 + n32l24 + n34l22,

m32 = n14l23 + n31l24 + n43l21,

m33 = n41l22 + n12l24 + n24l21,

m34 = n13l22 + n21l23 + n32l21,

m41 = d43l12t2 + d24l13t3 + d32l14t4,

m42 = d34l11t1 + d41l13t3 + d31l14t4,

m43 = d42l11t1 + d14l12t2 + d21l14t4,

m44 = d23l11t1 + d31l12t2 + d12l13t3,

nij = (l1jl4i − l1il4j)titj ,
dij = l2jl3i − l2il3j .

(1.8)

Общим решением исходной задачи явля-
ется

W(z) = A+
h (z)Q+ + A−h (z)Q−. (1.9)

Введем две матрицы специального вида

C± =


±iαλ−2 ±iβλ−2 0 0 0

±iβλ−2 ∓iαλ−2 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 ±1

 .
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Тогда Q± = C+T ± C−R и решение для
термоэлектроупругого слоя (1.9) преобразует-
ся к виду

W(z) = B+(z)T + B−(z)R,

B±(z) =
(
A+
h (z)±A−h (z)

)
C±.

(1.10)

B±(z)=


α2m±1 +β2n± αβ(m±1 −n±) ±iαm±2 ±iαm

±
3 iαm±4

αβ(m±1 −n±) β2m±1 +α2n± ±iβm±2 ±iβm
±
3 iβm±4

−iαk±1 −iβk±1 ±k±2 ±k±3 k±4
−iαr±1 −iβr±1 ±r±2 ±r±3 r±4
−iαs±1 −iβs±1 ±s±2 ±s±3 s±4

,
(1.11)

m±i = M−i ±M
+
i , n± = N− ±N+,

k±i = K−i ±K
+
i , i = 1, 2, 3, 4;

s±i = S−i ± S
+
i , r±i = R−i ±R

+
i .

(1.12)

2. Колебания термоэлектроупругого
полупространства

Решение задачи для полупространства
можно получить из решения (1.10)–(1.12),
сделав замену переменных z∗ = z − h и пе-
рейдя к пределу при h→∞.

Поскольку при h→∞ m−i = n− = k−i =

= s−i = r−i = 0, а m+
i = 2M+

i = m0
i ,

n+ = 2N+ = n0, k+
i = 2K+

i = k0
i ,

s+
i = 2S+

i = s0
i , r

+
i = 2R+

i = r0
i , то в результа-

те получим

B∞− (z∗) ≡ 0,

B∞+ (z∗) = lim
h→∞

B+(z) = lim
h→∞

B+(z∗ + h).

Символ «∗» можно далее опустить.

B∞+ (z)=


α2m0

1+β2n0 αβ(m0
1−n0) ±iαm0

2 ±iαm0
3 iαm

0
4

αβ(m0
1−n0) β2m0

1+α2n0 ±iβm0
2 ±iβm0

3 iβm
0
4

−iαk01 −iβk01 ±k02 ±k03 k04
−iαr01 −iβr01 ±r02 ±r03 r04
−iαs01 −iβs01 ±s02 ±s03 s04

.
(2.1)

Элементы этой матрицы определяются
функциями

k0
i =

1

∆0

4∑
j=1

mi je
σjz,

r0
i =

1

∆0

4∑
j=1

s̃jmije
σjz,

s0
i =

1

∆0

4∑
j=1

r̃jmije
σjz,

m0
i =

1

λ2∆0

4∑
j=1

p̃jmije
σjz,

n0 = eσ5z(c4σ5λ
2)−1,

∆0 =

4∑
1

l1jm1j .

(2.2)

Коэффициенты mij определяются фор-
мулами (1.8), в которых следует положить
tj = 1.

Смещения, электрический потенциал и
температура (в преобразованиях Фурье), яв-
ляющиеся компонентами расширенного век-
тора W = (U, V,W,Ψ,Θ), в полупространстве
описываются формулой

W(z) = B∞+ (z)T0 (z 6 0).

3. Колебания термоэлектроупругого
пакета слоев

Рассмотрим динамическую задачу для
подстилающего основания, представляющего
собой пакет из N плоскопараллельных слоев
толщиной H = 2

∑N
k=1 hk с жестко защемлён-

ной нижней гранью и занимающего область
−H 6 z 6 0, −∞ 6 x, y 6 +∞ (hk — полутол-
щина k-го слоя).

Поверхность среды подвергается неко-
торому динамическому воздействию, ха-
рактеризуемому расширенным вектором
t0(x, y)e−iωt, имеющим своими компонентами
касательные t10, t20 и нормальные t30 напря-
жения, нормальные составляющие электри-
ческой индукции d30 и теплового потока g30.

Введем локальную систему координат для
каждого слоя:

zk = z + 2

k−1∑
i=1

hi + hk, k = 1, 2, ...N.
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Тогда решение для k-слоя в трансфор-
мантах Фурье будет определяться формулами
(1.10)–(1.12):

Wk (zk) =

= µ−1
k [B+ (zk) Tk−1 + B− (zk) Tk] ,

−hk 6 zk 6 hk, k = 1, 2, ..., N,

(3.1)

где Wk = Fwk; F — оператор двумерного
преобразования Фурье по переменным x, y;
wk = {w1k, w2k, w3k, ψk, θk} — расширенные
векторы, компонентами которого являются
горизонтальные w1k ,w2k и вертикальные w3k
смещения точек k-го слоя, электрический по-
тенциал ψk и температура θk; T0 = F t0;
Tk = F tk; tk = {t1k, t2k, t3k, t4k, t5k} — рас-
ширенные векторы, характеризующие взаи-
модействие между слоями; µk = ck33.

Если на линиях раздела слоев имеют ме-
сто разрывные граничные условия для пере-
мещений, электрического потенциала и тем-
пературы, то условия стыковки слоев имеют
вид

Wk(−hk) = Wk+1(hk+1) + fk,

k = 1, 2, . . . , N − 1,
(3.2)

где fk = {f1k, f2k, f3k, f4k, f5k} — трансфор-
манта Фурье расширенного вектора, имею-
щего своими компонентами скачки перемеще-
ний ∆w1k(x, y), ∆w2k(x, y), ∆w3k(x, y), элек-
трического потенциала ∆ψk(x, y), температу-
ры ∆θk(x, y).

Предположим, что нижняя грань пакета
слоев жестко защемлена, металлизирована и
теплоизолирована, тогда условие на нижней
грани пакета

WN (−hN ) = 0. (3.3)

Условия (3.2), (3.3) с учетом (3.1) приво-
дят к рекуррентным соотношениям для опре-
деления расширенных векторов Tk, характе-
ризующих взаимодействие между слоями:

FkTk = GkTk−1 + Λk, k = 1, 2, ..., N ;

Λk = Dk+1Λk+1 + µkfk, ΛN = 0.

Здесь

Gk = −B+(−hk), Dm = gm−1B−(hm)F−1
m ,

FN = B−(−hN ),

Fk = B−(−hk)− gkB+(hk+1)−
− gkB−(hk+1)F−1

k+1Gk+1,

gk = µkµ
−1
k+1, k = 1, . . . , N − 1.

Используя последние соотношения и по-
лагая последовательно k = 1, 2, ..., N , опреде-
лим Tkчерез T0 и fk:

Tk = Lk1G1T0 +
N−1∑
m=1

Lkmµmfm, (3.4)

где

Lkm =

{
Mk1, m = 1
Lk(m−1)Dm + Mkm, m 6 k
Lk(m−1)Dm, m > k

,

Mkm =

m∏
i=k

(
F−1
i Gi

)
G−1
m .

Заметим, что L11 = M11 = F−1
1 .

Подставляя найденные выражения для
Tk (3.4) в (3.1), определим искомые динами-
ческие характеристики произвольного слоя

W1(z1) = µ−1
1

{
(B+(z1)+

+B−(z1)F−1
1 G1)T0+B−(z1)

N−1∑
m=1

L1mµmfm

}
,

Wk(zk) = µ−1
k

N−1∑
m=1

(B+(zk)L(k−1)m+

+ B−(zk)Lkm)(µmfm + δ1mG1T0), (3.5)

k = 2, . . . , N − 1,

WN (zN ) = µ−1
N (B+(zN ) + B−(zN )F−1

N GN )×

×
N−1∑
m=1

L(N−1,m)(µmfm + δ1mG1T0).
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Здесь zk = z + 2
k−1∑
i=1

hi + hk,

δ1m =

{
1, m = 1

0, m 6= 1
— символ Кронекера.

Остальные обозначения совпадают с приве-
денными в п. 1.

При идеальном контакте между слоями
(отсутствие дефектов на стыке слоев fk = 0)
решение (3.4), (3.5) полностью совпадает с по-
лученным в [4].

4. Колебания слоистого
термоэлектроупругого

полупространства

Решение задачи о многослойной среде,
жестко сцепленной с упругим полупростран-
ством, легко получить из решения для паке-
та N слоев, устремив толщину нижнего слоя
(k = N) к бесконечности, заменив при этом
систему координат: z∗ = zN − hN . Произведя
предельный переход при hN →∞, определим

FN−1 = B−(−hN−1)− gN−1B
∞
+ (0),

Fk = B−(−hk)− gkB+(hk+1)−
− gkB−(hk+1)F−1

k+1Gk+1,

k = 1, 2, . . . , N − 2.

Расширенные векторы Tk, действующие
на стыке слоев, получим в виде (3.4), где
k = 1, 2, . . . , N − 1, а TN = 0. Для расчета
расширенных векторов Wk среды имеем

W1(z1) = µ−1
1

{(
B+(z1)+

+B−(z1)F−1
1 G1

)
T0+B−(z1)

N−1∑
m=1

L1mµmfm

}
,

Wk(zk) = µ−1
k

N−1∑
m=1

(
B+(zk)L(k−1)m +

+ B−(zk)Lkm) (µmfm + δ1mG1T0) , (4.1)

k = 2, . . . , N − 1,

WN (z∗) = µ−1
N B∞+ (z∗)×

×
N−1∑
m=1

L(N−1),m(µmfm + δ1mG1T0),

zk = z + 2
k−1∑
i=1

hi + hk, k = 1, 2, ..., N − 1,

z∗ = z + 2
N−1∑
i=1

hi, k = N.

Элементы матрицы B∞+ (z∗) определяются
формулами (2.1), (2.2).

Применив обратное преобразование Фу-
рье к (3.5) или (3.1), получим интегральное
представление решения соответствующей за-
дачи (множитель e−iωt опущен):

w(x, y, z, ω) ≡

≡ 1

4π2

∫∫
δ1δ2

W(z)e−i(αx+βy) dα dβ, (4.2)

W(z) ≡W(α, β, zk, ω),

z = zk − 2

k−1∑
i=1

hi − hk, k = 1, 2, . . . N.

Правила выбора контуров интегрирова-
ния δ1, δ2 приведены в [5].

5. Переход к смешанной задаче

Если на поверхности среды и на лини-
ях раздела слоёв заданы смешанные гранич-
ные условия, то выписанные функционально-
матричные соотношения (3.4), (3.5) приво-
дят к системе N матричных интегральных
уравнений относительно неизвестных расши-
ренных векторов t0(x, y) в области Ω0 и
∆wm = w+

m − w−m на берегах N − 1 этаж-
но расположенных трещин-полостей, занима-
ющих плоские области Ωm на линиях раздела
слоев:

∫∫
Ω0

k11(x− ξ, y − η)t0(ξ, η) dξ dη +

+
N−1∑
m=1

∫∫
Ωm

k1,m+1(x−ξ, y−η)∆wm(ξ, η) dξ dη =

= µ1w(x, y), (x, y) ∈ Ω0, z = 0, (5.1)
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∫∫
Ω0

kk+1,1(x− ξ, y − η)t0(ξ, η) dξ dη +

+
N−1∑
m=1

∫∫
Ωm

kk+1,m+1(x−ξ, y−η)∆wm(ξ, η) dξ dη =

= tk(x, y), (x, y) ∈ Ωk, (5.2)

z = −2

k∑
s=1

hs, k = 1, 2, . . . , N − 1.

Здесь tm = t+
m = t−m (предполагается,

что берега трещин не взаимодействуют и на-
пряжения, нормальные составляющие векто-
ра электрической индукции и теплового по-
тока на этих берегах равны, т.е. имеют ме-
сто статические механические, электрические
и тепловые воздействия, «распирающие» бе-
рега трещины); расширенные векторы tm, w
считаются заданными.

kij(x, y) =

=
1

4π2

∫∫
δ1δ2

Kij(α, β)e−iαx−iβy dα dβ. (5.3)

Матрицы-символы Грина имеют вид

K11 = B+(h1) + B−(h1)F−1
1 G1,

K1,m+1 = B−(h1)L1mµm,

Kk+1,1 = Lk1G1, Kk+1,m+1 = Lkmµm.

Используя (3.4), (3.5), выпишем для на-
глядности матрично-функциональные урав-
нения для пакета из двух слоев, содержащих
трещину на стыке:

µ1W1(h1) = K11T0 + K12f1,

z = 0,

T1 = K21T0 + K22f1,

z = −2h1.

(5.4)

Здесь

K11 = B+(h1)−B−(h1)F−1
1 B+(−h1),

K12 = B−(h1)F−1
1 µ1,

K21 = −F−1
1 B+(−h1), K22 = F−1

1 µ1.

(5.5)

В этом случае

F1 = B−(−h1)− g1B+(h2) +

+ g1B−(h2)B−1
− (−h2)B+(−h2).

f1, T0, T1, W1 — преобразования Фурье
с параметрами α, β от расширенных вектор-
функций ∆w, t0, t1, w1 соответственно по пе-
ременным x, y.

В случае системы M трещин, занимаю-
щих плоские области на линии раздела слоев
z = −2h1, система интегральных уравнений
на основании (5.4) имеет вид

∫∫
Ω0

k11(x− ξ, y − η)t0(ξ, η)dξ dη+

+
M∑
k=1

∫∫
Ω1k

k12(x− ξ, y − η)∆wk(ξ, η)dξ dη =

= µ1w1(x, y), (5.6)

(x, y) ∈ Ω0, z = 0,

∫∫
Ω0

k21(x− ξ, y − η)t0(ξ, η)dξ dη+

+
M∑
k=1

∫∫
Ω1k

k22(x− ξ, y − η)∆wk(ξ, η)dξ dη =

= t1m(x, y), (x, y) ∈ Ω1m, (5.7)

z = −2h1,m = 1, 2, . . . ,M.

Здесь Ω0 — область контакта штампа с
поверхностью среды; Ω1m — области, занима-
емые трещинами m = 1, . . . ,M в плоскости
z = −2h1.

В интегральных уравнениях (5.6),
(5.7) неизвестными являются компонен-
ты расширенного вектора t0 в обла-
сти контакта штампа со средой и ком-
поненты расширенных векторов скачков
∆wm = w+

m − w−m = w1m(x, y,−h1)−
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−w2m(x, y, h2) на берегах трещин, а компо-
ненты расширенных векторов w1 под штам-
пом и t1m = t+

m = t−m на берегах трещин
предполагаются заданными.

Ядра СИУ определяются выражениями
(5.3), а матрицы-функции Kij(α, β) — форму-
лами (5.5).

6. Слой, полупространство
при наличии системы трещин

Решение задачи для термоэлектроупру-
гой полуограниченной среды (слоя или по-
лупространства), содержащей N − 1 плос-
ких, параллельно-ориентированных трещин-
полостей описывается функционально-
матричными соотношениями (3.4) и (3.5) или
(4.1), в которых следует полагать физико-
механические параметры слоев равными для
всех k (k = 1, 2, . . . , N).

Например, при N = 2, полагая параметры
слоёв равными, получим из (3.4), при отсут-
ствии внешних воздействий T0 = 0, решение
гармонической пространственной задачи для
одной трещины-полости, расположенной в од-
нородном слое толщины H = 4h на одинако-
вом расстоянии 2h от его границ:

T1 = F−1
1 µ∆W, (6.1)

где

F1 = B−(−h)−B+(h) + B−(h)B−1
− (h)B+(−h),

∆W = W+ −W−,

W+ = W1(−h1) = W1(−h),

W− = W2(h2) = W2(h).

Функционально-матричное соотношение
(6.1) позволяет выписать систему интеграль-
ных уравнений относительно расширенного
вектора ∆w(x, y) скачков перемещений, элек-
трического потенциала и температуры на бе-
регах трещины-полости:

∫∫
S

k(x− ξ, y − η)∆w(ξ, η) dξ dη = t1,

(x, y) ∈ S,
(6.2)

k(x, y) =
1

4π2

∫∫
δ1δ2

K(α, β)e−i(αx+βy)dα dβ,

K(α, β) = F−1(α, β,Ω)µ,

Здесь S — область, занимаемая трещиной.
Дальнейшее решение систем интеграль-

ных уравнений (5.1), (5.2), (5.6), (5.7), (6.2)
предполагает использование метода фиктив-
ного поглощения, метода факторизации или
численных методов [1–6].

Аналогично строится решение для сло-
истой термоэлектроупругой среды, содержа-
щей систему включений [1].
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