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О МЕТОДЕ МОДЕЛИРОВАНИЯ ТЕКСТУРООБРАЗОВАНИЯ В
ПОЛИКРИСТАЛЛАХ ПРИ РАЗЛИЧНЫХ ВНЕШНИХ НАПРЯЖЕНИЯХ

Колесников В.И.1, Бардушкин В.В.2, Булах И.И.3, Сычёв А.П.4, Яковлев В.Б.5

ABOUT A METHOD OF TEXTURE FORMATION IN POLYCRYSTALS UNDER EXTERNAL
MECHANICAL LOADINGS

Kolesnikov V. I., Bardushkin V. V., Bulakh I. I., Sychev A.P., Yakovlev V. B.

A simulation method of texture formation in polycrystals is discussed. It is based on the analysis of
additional energy (as compared with the average one in a polycrystal). This additional energy appears
as a result of the redistribution of external mechanical loadings. The work shows that various kinds of
external mechanical loadings applied form differing areas in the Euler space of rotation with the increased
strain energy leading to modifications and phase transitions of crystalline inhomogeneities and, as a result,
modification of orientations of crystallographic axis of crystallites.

Значения напряжений и деформаций внут-
ри кристаллитов поликристаллического мате-
риала при приложении внешних механических
воздействий отличаются от одного кристалли-
та к другому, что обусловлено различием ори-
ентаций их кристаллографических осей друг
относительно друга. Эти отличия вызывают
неоднородность протекания структурных из-
менений в кристаллитах при механической
обработке. Наиболее часто встречающимся в
практике случаем такой перестройки струк-
туры является формирование новой кристал-
лографической текстуры образцов, т. е. изме-
нение ориентаций их кристаллографических
осей. Примерами текстурообразования в ре-
зультате различного рода внешних воздей-
ствий в промышленности служат прокатка,
протяжка, ковка материалов. На железнодо-
рожном транспорте подобные процессы проис-
ходят при длительном взаимодействии колеса
и рельса, что приводит к появлению в них де-
фектов и остаточных напряжений [1].

Вследствие неоднородности распределения
полей напряжений и деформаций в объеме по-
ликристалла, процессы изменения кристалло-
графической текстуры также будут происхо-
дить неоднородно. При этом особенно важны-
ми оказываются не значения самих локальных
напряжений или деформаций, а величина до-
полнительной (по сравнению со средней по по-
ликристаллу) энергии, являющейся вкладом
локального перераспределения внешних ме-
ханических воздействий. Бóльшая, по срав-
нению со средней, энергия интенсифицирует
процесс изменения текстуры, а мéньшая при-
водит к торможению этого процесса. Следо-
вательно, построение теоретических моделей
перестройки структуры при различных внеш-
них воздействиях, основывающихся на оцен-
ке локальной энергии, позволяет приблизить-
ся к решению проблемы текстурообразования
в поликристаллических средах и имеет боль-
шой практический интерес.
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Математически кристаллографическая
текстура описывается при помощи функции
распределения кристаллитов по ориентациям
их кристаллографических осей (ФРО) [2–5].
Ориентация кристаллографических осей кри-
сталлитов друг относительно друга в поли-
кристаллическом материале может быть опре-
делена при помощи вращения которое зада-
ется тремя углами Эйлера q = {ϕ1,Φ, ϕ2},
где 0 6 ϕ1, ϕ2 < 2π, 0 6 Φ 6 π. ФРО
f(q) = f(ϕ1,Φ, ϕ2) определяет объемную до-
лю кристаллитов материала, кристаллогра-
фическая система координат которых по-
вернута относительно лабораторной на уг-
лы ϕ′1, Φ′ и ϕ′2, лежащие внутри телес-
ного угла dq =

{
ϕ1 6 ϕ′1 6 ϕ1 + dϕ1;

Φ 6 Φ′ 6 Φ + dΦ;ϕ2 6 ϕ′2 6 ϕ2 + dϕ2

}
:

dV (q)

V
= f(q) dq =

=
1

8π2
f(ϕ1,Φ, ϕ2) sin Φ dϕ1 dΦ dϕ2.

При этом

p(u) =

∫
u

f(q)dq =

=
1

8π2

∫
u

f(ϕ1,Φ, ϕ2) sin Φ dϕ1 dΦ dϕ2

интерпретируется как вероятность обнаруже-
ния случайной ориентации q = {ϕ1,Φ, ϕ2} в
некоторой области вращений u.

С целью получения информации о форми-
ровании структуры поликристалла при раз-
личных внешних воздействиях следует, как
указывалось выше, рассмотреть локальную
энергию деформации (объемную плотность
энергии деформации)

E(r) =
1

2
εij(r)σij(r).

В данном выражении произведение тензоров
напряжений σij(r) и деформаций εij(r) следу-
ет понимать как свертку по соответствующим
индексам. С учетом εij(r) = sijkl(r)σkl(r), где
sijkl(r) — тензор податливости, получается

E(r) =
1

2
sijkl(r)σkl(r)σij(r). (1)

Основой анализа распределения локальных
значений упругой энергии является связь

между значениями напряжений внутри кри-
сталлита определенной ориентации и внешни-
ми (средними) напряжениями, приложенны-
ми ко всему поликристаллу. Наиболее удобной
характеристикой, позволяющей проводить по-
добный анализ, является оператор концентра-
ций полей напряжений Kσ

ijkl(r) (тензор чет-
вертого ранга) [6–9], связывающий локальные
значения тензора напряжений σij(r) с внеш-
ними 〈σkl(r)〉 по материалу

σij(r) = Kσ
ijkl(r)〈σkl(r)〉. (2)

Оператор концентраций зависит от структу-
ры и свойств среды, но не зависит от величин
прикладываемого воздействия. Воспользовав-
шись (2), выражение (1) можно переписать в
виде

E(r) =
1

2
sijkl(r)Kσ

klpr(r)Kσ
ijmn(r)×

× 〈σpr(r)〉〈σmn(r)〉. (3)

При моделировании изменения текстуры по-
ликристалла в предлагаемом методе учитыва-
ется условие, что каждый кристаллит, изме-
няя ориентацию, стремится уменьшить свою
энергию. Для того чтобы определить, какие
именно кристаллиты будут поворачиваться,
необходимо найти ориентации, при которых
энергия кристаллита принимает экстремаль-
ное значение, т.е. становится выше некоторой
пороговой энергии. Для этого необходимо опи-
сать энергию в каждой точке материала как
функцию ориентации кристаллита, содержа-
щего данную точку. Принимая, что в преде-
лах кристаллита механическая энергия и дру-
гие величины постоянны, зависимость энергии
кристаллитов от радиус-вектора будет опре-
деляться координатами эйлерового простран-
ства

E(r) = E(q), q = {ϕ1,Φ, ϕ2}.

Учитывая выражение для оператора концен-
траций напряжений в приближении Фойгта [6]

Kσ
klpr(r) = cklςξ(r)〈cςξpr(r)〉−1,

получим

E(r) =
1

2
sijkl(r)cklςξ(r)〈cςξpr(r)〉−1cijµν(r)×

× 〈cµνmn(r)〉−1〈σpr(r)〉〈σmn(r)〉. (4)

Поскольку рассматривается поликристалл,
упругие свойства которого зависят только от
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а) б) в)

Рис. 1. Области эйлерова пространства, соответствующие ориентациям кристаллитов, при которых
их энергия выше Eпор: а — осевой случай, б — сдвиговой случай, в — случай

напряженно-деформированного состояния и объемного сжатия

ориентации q = {ϕ1,Φ, ϕ2} кристаллографи-
ческих осей кристаллитов, то энергию (4)
можно представить в виде

E(q) =
1

2
sijkl(q) cklςξ(q)〈cςξpr〉−1×

× cijµν(q)〈cµνmn〉−1〈σpr〉〈σmn〉. (5)

В выражении (5) sijkl(q) и cijkl(q) представ-
ляют собой тензоры соответственно податли-
вости и упругости в эйлеровом пространстве
вращений, а процедура усреднения для тензо-
ра упругости сводится к интегрированию по
всевозможным эйлеровым углам ϕ1, Φ, ϕ2 [9]

〈cijkl〉 =
1

8π2

π∫
0

2π∫
0

2π∫
0

f(ϕ1,Φ, ϕ2)×

× cijkl(ϕ1,Φ, ϕ2) sin Φ dΦ dϕ1 dϕ2, (6)

где f(ϕ1,Φ, ϕ2) — ФРО. Тензоры sijkl(q) и
cijkl(q) выражаются через тензоры податливо-
сти s′ и упругости c′ в главных осях следую-
щим образом:

sijkl(q) = αirαjsαkqαlts
′
rsqt,

cijkl(q) = αirαjsαkqαltc
′
rsqt,

при этом матрица α поворота кристаллита во-
круг ортогональных осей представляется в ви-
де суперпозиции поворотов на углы Эйлера

αij(ϕ1,Φ, ϕ2) = αil(ϕ1)αlk(Φ)αkj(ϕ2),

где

α(ϕ1) =

 cosϕ1 sinϕ1 0
− sinϕ1 cosϕ1 0

0 0 1

 ,

α(Φ) =

1 0 0
0 cos Φ sin Φ
0 − sin Φ cos Φ

 ,

а α(ϕ2) аналогична α(ϕ1).
Для моделирования текстурообразования

в поликристаллическом материале был разра-
ботан комплекс программ в пакете MATLAB. В
качестве примера рассмотрим макрооднород-
ный нетекстурированный поликристалл квар-
ца с изотропной ФРО, т. е. f(q) = 1. Тензор
модулей упругости для монокристалла квар-
ца в матричной форме имеет вид [6]

c = ‖cij‖ ГПа, i, j = 6,

где c11 = c22 = 86, 74, c33 = 107, 20,
c44 = c55 = 57, 94, c66 = 39, 88,
c12 = c21 = 6, 99, c13 = c23 = c31 = c32 = 11, 91,
c14 = −c24 = c41 = −c42 = −c56 = −c65 = 17, 91.
Остальные элементы cij равны нулю.

Вводя сетку в эйлеровом пространстве и
задавая пороговую энергию Eпор, по форму-
ле (5) можно определить узлы сетки, кото-
рые при внешнем приложенном механическом
напряжении 〈σ〉 соответствуют ориентациям
кристаллитов поликристаллического образца,
при которых их энергия выше Eпор. На рис. 1
приведены графики областей эйлерова про-
странства, содержащих такие узлы, в случаях
осевого напряженно-деформированного состо-
яния (рис. 1а)

〈σ〉 =

400 0 0
0 0 0
0 0 0

 МПа,

Eпор = 1, 683 МПа;
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сдвигового напряженно-деформированного
состояния (рис. 1б)

〈σ〉 =

400 0 0
0 400 0
0 0 0

 МПа,

Eпор = 2, 369 МПа;

и объемного сжатия (рис. 1в)

〈σ〉 =

400 0 0
0 400 0
0 0 400

 МПа,

Eпор = 2, 525 МПа.
Из рисунков видно, что различные виды

прикладываемого механического воздействия
приводят к тому, что повышенная энергия де-
формации оказывается у кристаллитов, кото-
рые формируют различные, отличные друг от
друга, области в эйлеровом пространстве вра-
щений. Кристаллиты именно этих областей
будут в первую очередь подвергаться моди-
фикации и фазовым превращениям с изме-
нением ориентаций их кристаллографических
осей, что и является основанием для формиро-
вания новой кристаллографической текстуры.
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